Constructions de la conique
tangente aux trois c6tés du triangle
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Dans le résumé du cours intitulé : Redécouvrons les Mathématiques (sigle :
RM), nous avons dégagé une série de propriétés du triangle concernant un cer-
tain nombre de ses points remarquables, tels que 1’orthocentre, 1’isobarycentre, les
centres des cercles circonscrit, inscrit et exinscrits, etc '. En tant que supplément
de ce cours, nous étudierons dans les pages qui suivent quelques constructions de
la conique dépendant de ces propriétés, pour prouver la proposition suivante :

Tout triangle a une infinité d’ellipses, de paraboles et d’hyperboles,
tangentes a ses trois cOtés.

Sous certaines conditions, cette proposition se réduit, comme on 1’imaginera sans
peine, a un fait bien évident de la géométrie euclidienne : tout triangle a quatre
cercles tangents a ses trois cOtés, un inscrit et trois exinscrits.

1 Remarques préliminaires sur la conique

Soit « un cercle. Soit S un point pris hors du plan de «. Alors ’ensemble des
droites passant par § et rencontrant « décrit une surface, constituée de deux nappes
opposées par S et illimitée des deux c6tés. Cette surface est dite le cone de base k
et de sommet S, et les droites qui la décrivent, ses génératrices.

On appelle section conique, ou plus simplement conique, I’intersection d’un
plan avec un cone. La conique se divise en trois especes, suivant la position du
plan sécant par rapport aux génératrices du cone : elle est dite

— une ellipse, quand le plan sécant n’est parallele & aucune de ses génératrices;

— une parabole. quand il est parallele a une seule génératrice ;

1. International Human Studies, No.26, Kagoshima Immaculate Heart University, 2020, pp.39-
50.
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— une hyperbole. quand il est parallele a deux génératrices.

D’une autre maniere, ’ellipse € se définit comme 1’ensemble des points P, tels
que la somme des distance PF +PF’ est constante, ou F et F’ sont deux points fixes
donnés. La tangente en un point quelconque P de ¢ est la bissectrice extérieure de
LFPF’. Optiquement, cela signifie que tout rayon de lumiére partant de F et se
réfléchissant sur & passe par F’, et inversement; d’od vient que ces deux points
donnés se noment foyers.

De méme, I’hyperbole v se définit comme 1’ensemble des points P, tels que la
différence des distances |PF — PF’| est constante. La tangente en un point quel-
conque P de v est la bissectrice intérieure de ZFPF’.

Dans I’ellipse £ comme dans I’hyperbole v, (FF’) se nomme son axe focal, et
le milieu O de [FF'], son centre?.

Enfin la parabole 7 se définit comme 1’ensemble des points P équidistants d’un
point fixe donné F et d’une droite fixe donnée d. La tangente en un point quel-
conque P de 7 est la bissectrice intérieure de ZF PH, oi H est le projeté orthogonal
de P sur d; ce qui signifie optiquement que tout rayon de lumiére parallele 2 1’axe
focal, c’est-a-dire a la droite perpendiculaire a d et passant par F, et se réfléchissant
sur 7, passe par F. La droite d est dite directrice de .

2. Etant donnés deux points distincts A et B, nous notons (AB) la droite qui les contient; [AB]
le segment de (AB) dont ils sont les deux extrémités. Nous verrons ailleurs comment les sphéres de
Dandelin expliquent la relation des deux définitions de la conique mentionnées ci-dessus.
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La parabole 7 n’a apparemment qu’un seul

foyer F. En fait, si nous admettons, comme on /

le fait dans la géométrie projective, que toutes  F’ . F’
paralleles se rencontrent a un certain point qui
se trouve a I'infini des deux c6tés sur chacune . P
d’elles, et que nous posons que le second foyer
F’ soit le point a I'infini ol se rencontrent les
perpendiculaires a d, alors la description de la
tangente de ’ellipse et de I’hyperbole s’applique
sans aucune modification a celle de la parabole.

Comme nous I’avons déja annoncé, nous étudierons quelques constructions de

la conique tangente aux trois cOtés du triangle.

— Nous commencerons par le cas ol la conique a centre, c’est-a-dire 1’ellipse
et ’hyperbole, a pour deux foyers 1’orthocentre H du triangle ABC et le
centre O de son cercle circonscrit (chap. 2). Cette construction sera ensuite
généralisée par la notion de points isogonaux, dont le couple {H, O} est un
exemple typique (chap. 3).

— Quant a la parabole, nous examinerons une autre construction qui dépend
d’une propriété du triangle connue sous le nom de théoréme de Simson.
Nous verrons que cette construction-ci n’est qu’un cas particulier de celle-
13, ou I'un des deux foyers est jeté a ’infini (chap. 4).

2 Triangle et conique a centre (1)

Soit ABC un triangle. Soit O le centre du cercle «, circonscrit au triangle ABC.
Soit H I’orthocentre du triangle ABC. Soient Ay, By, Cp, le projetés orthogonaux
respectifs de A sur (BC), de B sur (CA), de C sur (AB). Soient H,, Hj, H. les points
symétriques de H respectifs par rapport a (BC), (CA), (AB).

c

Lemme 2.1. {H,, Hp, H.} C «,.
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Démonstration. Quand le triangle ABC est rectangle en A, cing points By,
Cn, Hp, H., H coincident avec A € &, ; en plus, [BC] est un diametre de «,. De la
vient évidemment que H, € .

Supposons donc que le triangle ABC ne soit pas rectangle, et prouvons que
H, € ,. Les triangles A,CH, et A;CH sont congruents par définition. En plus,

— quand le triangle ABC est aigu, les triangles A,CH et C,AH étant sem-

blables. on a /A,CH = /CyAH ;

— quand ZBAC est supérieur a un angle droit, les triangles A,CH, C,AH et

BAA, étant semblables. on a ZA,CH = /BAA;,.
Ces deux égalités s’écrivent aussi : £ZBCH, = /BAH,, ce qui signifie que A, B, C,
H, sont cocycliques. Il en est de méme pour Hj, et H.. O

Pour entrer dans le vif de la question, posons que (OH,), (OH}), (OH,) ren-
contrent (BC), (CA), (AB) respectivement en A;, B;, C;. Quand le triangle ABC
est rectangle en A, A; coincide avec O; B; et C;, avec H ; ce cas-1a, ol la conique
dégénere en deux points, nous le mettons de coté dans la considération qui suit.

Théoreme 2.2. Tout triangle ABC non-rectangle a une conique de foyers O
et H, tangente a (BC), (CA), (AB) respectivement en A;, B;, C;.

Démonstration. Quand le triangle ABC est aigu, O et H ne sont séparés par
aucun de ses trois cOtés, et se trouvent tous deux a I'intérieur du triangle.

B

Par contre, quand il est obtus, O et H sont séparés par chacun des trois cotés,
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et se trouvent tous deux a I’extérieur du triangle. Posons que ZBAC soit supérieur
a un angle droit.

/

Dans les deux cas, les deux triangles de chacun de trois couples :

{AnAH, ARAH,Y, {BnB:H, ByB:Hp}, {CnC:H, C,C:H.},
sont congruents par définition. De 14, on a d’une part
AH = AH,, BH=BH,, CH=C:H,, (1)
et d’autre part
(ARAH = /AyAH,, (ByB:H = /ByB,H,, /(C,C,H=/Cy,C/H,. 2)
De (1) s’ensuit que, si le triangle ABC est aigu,
A0+ AH =A0+AH,=0H,, B0+ BH=B,0+ B:H,=0H,,

C,0+CH=CO0+CH, =0H,,

et s’1l est obtus,

AH - A0 = AH, - A0 = OH,, B.O- B,H = B,O - B,H, = OH),
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C,0-CH=CO0-CH,=0H..

Or, par le lemme 2.1, H,, Hy, H, appartenant tous a «, (le cercle circonscrit au
triangle ABC), OH,, OH,, OH, sont tous égaux au rayon de k,. Ainsi, quand le
triangle ABC est aigu,

A0+ AH = B,O+ B,H = C,0 + C;H = (constante),

c’est-a-dire que A;, By, C; se trouvent sur une ellipse de foyers O et H; et quand il
est obtus,

|A;O — A:H| = |B;O — B;H| = |C;0 — C;H| = (constante),

c’est-a-dire que Ay, By, C; se trouvent sur une hyperbole de foyers O et H.

D’autre part, (2) signifie que (AA;), (ByB;), (CrC)), c’est-a-dire (BC), (CA),
(AB), sont les bissectrices respectives, ou bien extérieures, ou bien intérieures, de
(H,AH, tHyBH, tH.C,H, c’est-a-dire de L0OA,H, /OB;H, /OC,H. Autrement
dit, la conique est tangente a (BC), (CA), (AB) respectivement en A;, B, C;. |

Remarquons que la conique construite de cette facon est tangente, en deux
points sur son axe focal (OH), au cercle qui passe par Ay, By, Cy; en effet, le centre
de ce cercle est le milieu de [OH], et le rayon, la moitié de celui de «, 3

/

Le cercle qui touche la conique ainsi en deux points sur son axe focal, symétriques
I’un a I’autre par rapport a son centre, est dit son cercle principal.

3. Il s’agit du cercle d’Euler. Voir RM, pp.42-43.
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3 Triangle et conique a centre (2)

Soient /1 et [, deux droites sécantes en A. Soient P et Q deux points quel-
conques du plan, distincts de A. Soit O le milieu de [PQ]. Soient P; et P, les
projetés orthogonaux respectifs de P sur /; et /. Soient Q; et Q; les projetés or-
thogonaux respectifs de Q sur /; et .

Lemme 3.1. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) 4(l;, AP) = L(AQ, 1) (mod 7).

b) Pi, P2, Q1, Q2 sont cocycliques sur un cercle de centre O.

Démonstration. Par définition, A, P, P}, P, sont cocycliques sur le cercle de
diametre [AP]; et A, Q, Q1, Oy, sur le cercle de diameétre [AQ]. Ainsi on a

K(APl, AP) = A(PZPI, P2P)
{‘{(AQ’ AQ) = 410, 010 4T (1

Si I’on suppose a), c’est-a-dire £(AP;, AP) = £(AQ, AQ,) (mod n), alors
L(PyP1, PoP) = £(010Q, 0102) (mod pi). 2
De (1) et (2),
L(PA, PyP)) = L(PA, PoP) — 4(P, Py, P,P)
S UPsP1L PoP) = 2 - 4010, 010)
L0109, 01A) - L0, 0102)
L0102, 01A)  (mod m),

ce qui signifie que Py, P>, Q1, Q> sont cocycliques sur un cercle, dont le centre est
le point d’intersection des médiatrices de deux cordes [P1Q;] et [P>2(Q;], ¢ est-a-
dire le milieu O de [PQ)].
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Réciproquement, si 1’on suppose b), alors
L(PrA, PoPy) = L0102, 01A)  (mod 7). (3)
De (1) et (3),

L(AP, AP) = L(P,P1, P,P)
= U(PRA, PoP) — L(PA, PoPy)

2 4PA, PP = g — 40102, 014)

(010, Q14) — L0102, Q14)
(010, 0102) = £(AQ, AQ>) (mod m),

c’est-a-dire £(I;, AP) = £(AQ, b,) (mod 7). O
Deux droites (AP) et (AQ), vérifiant : £(I;, AP) = «4(AQ, ) (mod ), sont
dites isogonales par rapport a /1 et .
Lemme 3.2.  Soit ABC un triangle. Soient P et Q deux points, tels que (AP)
et (AQ) sont isogonales par rapport a (AB) et (AC), et (BP) et (BQ), par rapport a
(BA) et (BC). Alors (CP) et (CQ) sont isogonales par rapport a (CA) et (CB).

moom
NN

Démonstration. Soient A,, B,, C}, les projetés orthogonaux respectifs de P
sur (BC), (CA), (AB). Soient A,, B,, C, les projetés orthogonaux respectifs de Q
sur (BC), (CA), (AB). Soit O le milieu de [PQ].

(AP) et (AQ) étant isogonales, By, By, Cp, C, sont cocycliques sur un cercle
ki de centre 0. De mé€me, (BP) et (BQ) étant isogonales, C,, Cy, Ap, A4 sont
cocycliques sur un cercle k; de centre O. Les deux cercle «; et k3, tous deux de
centre O et contenant C, et Cy, sont donc identiques. De la vient que, Ap, Ay, Bp,
B, étant cocyclques, (CP) et (CQ) sont isogonales par rapport a (CA) et (CB). O
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Ainsi, a tout point P, on peut associer un point Q, ol se rencontrent les droites
isogonales de (PA), (PB), (PC). P et Q sont dits points isogonaux par rapport au
triangle ABC.

Par exemple, dans tout triangle ABC, I’orthocentre H et le centre O du cercle
circonscrit sont isogonaux. En effet, d’une part, nous avons vu que Ay, By, Cp,
projetés orthogonaux respectifs de H sur (BC), (BC), (CA), et A,,, By, Cp, projetés
orthogonaux respectifs de O sur (BC), (BC), (CA), sont cocycliques sur le cercle
d’Euler, dont le centre est le milieu de [HO]*. D’ autre part, si I’on pose que D soit
le point diamétralement opposé a A, alors les deux triangles rectangles ABAj, et
ADC étant semblables, on a £(AB, AH) = £(AO, AC) (mod r); etc.

Soient P et Q deux points isogonaux par
rapport a un triangle ABC inscrit dans un
cercle k.

Soient a et @ les demi-plans de frontiere
(BC), respectivement contenant et ne conte-
nant pas A. Soient 3 et 8 les demi-plans
de frontiere (CA), respectivement conte-
nant et ne contenant pas B. Soient y et y
les demi-plans de frontiére (AB), respecti-
vement contenant et ne contenant pas C.
Soient 6 et & respectivement ’intérieur et Ec
I’extérieur de «.

Pour voir comment les points isogonaux
P et Q se situent par rapport au triangle ABC, divisons le plan en dix zones de la
facon suivante :

I=anfBny,
Si=anpfny, Sp=anpny, Sc=anBny,

4. Voir RM, pp.42-43.



12 Eishi Kukira

Ip=anBnynsé Ig=anBNnyns Ic=anBNynNé
Ex=anBnynd’ \|E=anBnyné’ |E=anBnyné’
Lemme 3.2. Si P se trouve sur un cOté du triangle ABC, alors O coincide
avec le sommet opposé a ce cOté.
Démonstration. On ne perd pas la généralité en supposant que P € (BC).

Alors
4(BC, BP)=0 LBQ, BA)=0
{A(CB, cpy=0 {A(CQ, cay=o modm,
c’est-a-dire que Q € (BA) N (CA) = {A}. o

Lemme 3.3. Si P € k, alors les droites iso-
gonales respectives de (AP), (BP), (CP) sont toutes
paralleles entre elles.

Démonstration. On ne perd pas la généralité
en supposant que P se trouve sur I’arc BC. Soient
A’, B’, C’ les points d’intersection respectifs des
droites isogonales de (AP), (BP), (CP) avec k.
Alors, d’une part,

((BA, BB') = {(BP, BC)
LAP, AC)
L(AB, AA’) (mod n),

c’est-a-dire (BB’) // (AA”); d’autre part,
L(CC’, CA) = L(CB, CP) = £(AB, AP) = {(AA’, AC) (mod m),

c’est-a-dire (CC”) /| (AA). |
Ce sera dans le chapitre suivant que nous discuterons ce cas-1a, ot (AA"), (BB’),
(CC’) se rencontrent en un point a 'infini Q. D’ici jusqu’a la fin de ce chapitre,
nous supposons que P ¢ x U (AA") U (BB') U (CC").
Lemme34. SiPe 7, alors Q€ r.
Démonstration. Soit / le centre du cercle
inscrit dans le trangle ABC. Par définition, on a

{A(AB, Al = 4(Al, AC)

A(BC, BI) = 4(BI, BA)  (mod 1),
LCA, CI) = «CI, CB)

4£(BC, BP) = «(BQ, BA) (mod n)

L(AB, AP) = L(AQ, AC)
{ LCA, CP) = 4(CQ, CB)
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L(BP, BI) = 4(BI, BQ)  (mod ),

AP, Al) = L(Al, AQ)
:> {
LCP, CI) = «(CI, CQ)

c’est-a-dire que (AQ), (BQ), (CQ) sont respectivement symétrique a (AP), (BP),
(CP) par rapport a (Al), (BI), (CI). Ainsi, étant donné que

(AP)C (BNy)U(BNY) (AQ)Cc (BNy)UBNY)
(B C(ynayuFna) = {BACHNaUFND ,
(CPYc@npu@np) (CO c@npu@np)

on obtient que
Qe A)nNBANCY canpny=1.
|
Lemme 3.5. SiP e Iy,alors Q € Sy (X € {A, B, C}); et réciproquement.

Démonstration. On ne perd pas la généralité en supposant que P € 7 4.

Soit P’ un point tel que k N (AP) = {A, P’}. Soient A’, B’, C’ trois points
appartenant  «, tels que (AA”), (BB’), (CC’) sont les droites isogonales respectives
de (AP’), (BP’), (CP’) par rapport au triangle ABC,

Comme nous 1’avons vu dans le lemme 3.5, (AA’), (BB’), (CC’) sont alors
toutes paralleles entre elles.

Soient A; et A; les demi-plans de frontiére (BP’), respectivement contenant et
ne contenant pas A. Soient A, et A, les demi-plans de frontiére (BB'), respective-
ment contenant et ne contenant pas C.

Soient p; et iy les demi-plans de frontiere (CP’), respectivement contenant et
ne contenant pas A. Soient u et f1, les demi-plans de frontiere (CC”), respective-
ment contenant et ne contenant pas B.
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Par définition, P est strictement intérieur au triangle BCP’; ce qui fait que

{(BP) c@nNAPU@nly)
(CPYc@nu)U(e@nm)

En plus, (BP'), (BP), (BC) sont respectivement symétriques a (BB’), (BQ), (BA)
par rapport a (BI), et (CP’), (CP), (CB) a (CC"), (CQ), (CA) par rapport a (CI).
Ainsi, étant donné que

{(BQ)cqmz)uwmiz)
COcBNuIUBNE)’

on obtient que
QeBAONCYCHFNLNBNw) cBNT=Sa.

Et en inversant I’ordre de la discussion précédente, on a la réciproque. ]
Lemme 3.6. Si P € &y, alors Q € Ey (X € {A, B, C)).

Démonstration. On ne perd pas la généralité en supposant que P € Ey.
De la méme maniere que dans la démonstration du lemme 3.5, étant donné que

{(BP)c(miouqmn R {(BQ)c(anizw(amz)
(CP)C (BNE) VBN ) COC@nm)V@npm)’

on obtien que
QeBONCO canhnNucanBny=I4NnE;,.

Si Q € Iy, alors P € Sy par le lemme 3.5, ce qui est contradictoire. Donc il faut
que Q € &4. o
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Théoreme 3.7. Soit {P, O} un couple quelconque de points isogonaux par
rapport a un triangle ABC. Alors il existe une conique a centre, de foyers P et Q,
tangente aux trois cotés du triangle ABC. Autrement dit, tout triangle a une infinité
d’ellipses et d’hyperboles tangentes a ses trois cotés.

Démonstration. Soient A, B, C, les projetés orthogonaux respectifs de P
sur (BC), (CA), (AB). Soient A, By, C, les projetés orthogonaux respectifs de Q
sur (BC), (CA), (AB). Les six points ainsi définis sont cocycliques sur un cercle
par le lemme 3.2.

Soient P,, Py, P, les points symétriques respectifs de P par rapport a A,, B,
Cp. Les trois points ainsi définis sont cocycliques sur un cercle «’, image de « par
I’homothétie de centre P et de rapport 2.

Soient A,, By, C; les points d’intersection respectifs de (BC) et (QP,), (CA) et
(QPp), (AB) et (QP.). Nous verrons que la conique en question est tangente a (BC),
(CA), (AB) respectivement en A, By, C;.

[A] Quand P et Q sont tous deux strictement intérieurs au triange ABC (voir
lemme 3.4), la conique est une ellipse.
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[B] Quand P et Q sont tous deux strictement extérieurs au triange ABC, et que
chacun de ces deux points est dans un des deux secteurs angulaires opposés par un
des sommets du triangle ABC (voir lemme 3.5), la conique est une hyperbole.

[C] Quand P et Q sont tous deux strictement extérieurs au triange ABC, et
qu’ils sont tous deux dans un méme secteur angulaire (voir lemme 3.6), 1a conique
est une ellipse.
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Dans tous ces trois cas, les deux triangles de chacun de trois couples :

{ApAP, ApAPLY, (BpB/P, B,B:Py}, {C,C/P, C,C/P.},
sont congruents par définition. De 13, on a d’une part
AP =AP,, B,P=B/P, C/P=CP,,
et d’autre part
LApAP = LApAP,, (B,BP = (B,B;Py, (CpCiP = !C,C:P,.
De (1) s’ensuit que, dans [A] et [C],
AP +AQ=AP,+A,Q=0QP,, B/P+B,Q=BP,+B,0=0P,

CP+CQ=CP.+C Q= QP
et dans [B],

AQ - AP = A Q- APy = 0Py, BP—-BQ=BP,—BQ= 0P,

CQ-CP=CQ-CP.=QP,.

17

(1

2)
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Or [QP,], [QPy], [QP,] sont tous des rayons de «’, ce qui fait que, dans [A] et [C],
AP+ A;Q = B;,P + B,Q = C,P + C;Q = (constante),
c’est-a-dire que A;, B;, C; se trouvent sur une ellipse de foyer P et Q; et dans [B],
|A;P — A;Q| = |B:P — B;Q| = |C;P — C;(Q| = (constante),

c’est-a-dire que A;, By, C; se trouvent sur une hyperbole de foyer P et Q.

D’autre part, (2) signifie que (A,A;), (B,B;), (C,C;), c’est-a-dire (BC), (CA),
(AB), sont les bissectrices respectives de LPA,P,, LPB;Py, /PC;P,, c’est-a-dire de
LPA,Q, /PB;Q, /PC,Q. Autrement dit, la conique est tangente a (BC), (CA), (AB)
respectivement en A;, B, C;.

Comme les lemmes 3.4, 3.5, 3.6 le montrent, & moins que P € «, U (BC) U
(CA) U (AB) (k, : cercle circonscrit au triangle ABC), tout point P du plan a son
point diagonal Q par rapport au triangle ABC. Ainsi, tout triangle a une infinité
d’ellipses et d’hyperboles tangentes a ses trois cOtés. |

Si les deux points isogonaux P et Q coincident I'un avec 1’autre a I’intérieur du
triangle ABC, alors la conique que I’on obtient est le cercle inscrit dans ce triangle ;
a I’extérieur, un de ses trois circles exinscrits.
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4 Triangle et parabole

Est-il possible de trouver une construction de la parabole, conforme a sa défi-
nition comme ensemble des points équidistants d’un point fixe (foyer) et d’une
droite fixe (directrice), en méme temps qu’analogue a celle de la conique a centre,
autrement dit & deux foyers, discutée ci-dessus ? Ce sera I’enjeu de ce chapitre.

Lemme 4.1. Soit P un point sur un cercle «, circonscrit a un triangle ABC.
Soient Ay, B, Cp, les projetés orthogonaux respectifs de P sur (BC), (CA), (AB).
Alors A, B, C), sont alignés.

Démonstration. On ne perd
pas la généralité en supposant que P
se situe sur 1’arc BC qui ne contient
pas A. Si P coincide avec A’, point
diamétralement opposé a A, alors les
trois points en questions sont alignés
sur (BC), B, et C, coincidant res-
pectivement avec C et B. Supposons
donc que P soit plus proche de C que
A’; dans cette configuration, A, et
Cp sont respectivement inclus dans
[BC] et [AB], alors que B, est hors
de [CA] au-dela de C.

Par définition, A, B, C, P sont co-
cycliques sur un cercle k, ; A, By, Cp,
Psurk,;Ap, B,Cp, Psurky; Ap, Bp,
C, P sur k.. D’ou vient que

L(PC,, PB,) = r — 4(AC,, AB,)
p P 14 )4
7 — L(AB, AC) = 4(PB, PC) (mod 7)

V".‘K;,

et qu’ainsi
£(ApBp, A,C) = L(PB,, PO)
= L(PCp, PB,) — 4(PC,p, PC) = £(PB, PC) — £(PC,, PC)
4(PB, PCp) = 4(A,B, A,Cp) (mod n),
ce qui signifie que (BC) N (B,Cp) = {Ap}. |
La droite sur laquelle se trouvent A,, B, C, est dite droite de Simson de P par
rapport au triangle ABC.
Lemme 4.2. Soit « la droite de Simson d’un point P par rapport a un triangle

ABC. Soient A,, Ap, A, les droites isogonales respectives de (PA), (PB), (PC) par
rapport au méme triangle. Alors A,, 45, 4. sont toutes perpendiculaires a .
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Démonstration. Notons a, 8, y respectivement (BC), (CA), (AB).

Par la cocyclicité€ de {A, B, Cp, P},

£(Ag, k) = £(Ag, B) + 4(B, k) = L(y, AP) + £(B, k)
= L(AC,, AP) + 4(B,A, B,Cp)
= L(BpCp, BpP) + 4(BpA, B,Cp)

= /(B,A, B,P) = g (mod 7).
Par la cocyclicité de {A,, B, C, P},

L(Ap, K) = £L(Ag, ¥) + L(y, k) = L(a, BP) + £(y, k)
= L(BAp, BP) + L(C,B, Cp,Ap)
= L(CpAp, CoP) + L(CyB, CpAp)

= L(C,B, C,P) = g (mod 7).
Par la cocyclicité de {A,, B, C, P},

LAe, k) = L(Ae, @) + L(a, k) = LB, CP) + «(a, k)
L(CB,, CP)+ 4(A,C, A,B,)
= L(ApB,, ApP) + L(A,C, A,B,)

= 4(A,C, A,P) = g (mod 7).
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Nous venons de démontrer d’une autre maniére le lemme 3.3, selon lequel A,
Ap, A sont toutes paralleles entre elles.

Théoréme 4.3.  Soit P un point sur un cercle «, circonscrit a un triangle ABC.
Soit k la droite de Simson de P par rapport au triangle ABC. Si P ¢ {A, B, C}, alors
il existe une parabole de foyer P, tangente a « et aux trois c6té du triangle ABC.
Autrement dit, tout triangle a une infinité de paraboles tangentes a ses trois cOtés.

Démonstration. Soient A,, B),, C, les projetés orthogonaux respectifs de P
sur (BC), (CA), (AB). Soient P,, Py, P, les points symétriques respectifs de P par
rapport a A,, By, Cp. Pa, Py, P. sont alignés sur k', image de « par I’homothétie
de centre P et de rapport 2. Soient A;, B;, C; les points d’intersection respectifs de
(BC), (CA), (AB) avec les droites perpendiculaires a " passant par P,, Py, Pe.

P~
Par définition, les deux triangles de chacun de trois couples :
{ApAP, ApAiPoY,  {BpBiP, ByBiPp}, {CpCiP, CpCiPcl,
sont congruents. De 1a, on a d’une part

AP = APy, BP=BPy, CP=CPe, 1)
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et d’autre part
LAQAP = (A AP, (BpBP = (ByBPy, (C,CP=/LC,CiP,. 2)

D’une part, (1) signifie que A,, B;, C; sont tous équidistants du point P et de la
droite «’. Autrement dit, ils sont tous sur la parabole de foyer P et de directrice «’.
D’autre part, (2) signifie que (A,A;), (BpB;), (C,Cy), c’est-a-dire (BC), (CA),
(AB), sont les bissectrices respectives de /PA,P,, /PB,Py, /PC,P,, c’est-a-dire de
LPA;Q, /PB;Q, /PC,Q. Autrement dit, cette parabole est tangente a (BC), (CA),
(AB) respectivement en Ay, B, Cy. O
Corollaire 4.4. Soit H I’orthocentre
d’un triangle ABC. Soit A une droite quel-
conque passant par H. Alors il existe une
conique, ayant A pour directrice et tangente
aux trois coté du triangle ABC.
Démonstration. Soit «, le cercle cir-
conscrit au triangle ABC. Soit [CH.] une
corde de «,, telle que (CH.) L (AB).
Comme nous 1’avons vu dans le lemme 2.1,
si I’on pose que {Cp,} = (CH,) N (AB), alors
H est le symétrique de H, par rapport a Cy,
Soit [CD] une corde de «,, telle que
(CD) /| A. Soit [DE] une corde de «,,
telle que (DE) L (AB). Soient A,, B,, C,
les projetés orthogonaux respectifs de E sur
(BC), (CA), (AB). Parle lemme 4.1, ces trois
points sont alignés sur la droite de Simson u.

Ko

En plus, C, est sur (DE).
Soient F et G les points d’intersections respectifs de A avec (DE) et (H.E).
D’une part, par la cocyclicité de {B, E, A,, C.} et de {B, C, D}, et le parallélisme
de {4,(CD)},
L(DE, w) = L(C.E, C,A,) = LBE, BA,) = «BE, BC)
LDE, DC) = «(FE, FH) = 4(DE, 1) (mod 7),

c’est-a-dire que
A/ . (D
D’autre part, par la cocyclicité de {B, C, D, H,}, et la parallélisme de {(CH,), (DE)}
et de {4, (CD)},
L(DE, DC) = 4{(H.E, H.C) = L{(EH,., ED)
= «(CH., CD) = «(HH., HF) (mod 7).
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Ainsi, deux triangles semblables EFG et EH.H sont isocéles. En plus, (GCyp) =
(GC,) = (AB), médiatrice de [H.H], étant aussi celle de [EF],

EF = 2EC,. )

De (1) et (2) s’ensuit que A et I'image de I’homothétie de centre E et de rapport 2;
autrement dit, la configuration de {E, u, A} par rapport au triangle ABC est identique
a celle de {P, k, '} dans la démonstration du théoreme 4.3. m]

Pour conclure, mettons en regard la consctruction du théoréme 3.7 et celle du
théoréme 4.3.

Dans le théoréme 4.3, P, foyer de la parabole, est sur le cercle circonscrit au
triangle ABC. Dans ce cas-1a, comme nous I’avons vu dans le lemmes 3.3 et 4.2, les
isogonales de (PA), (PB), (PC) par rapport au triangle ABC sont toutes paralleles
entre elles, et leur point d’intersection, autre foyer de la conique noté Q dans le
théoréme 3.7, disparait.
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Or, a la différence de la géométrie euclidienne qui n’admet pas la concurrence
des droites paralleles, la géométrie projective postule que celles-ci se rencontrent
en un certain point idéal, situé sur chacune d’elles des deux c6tés a I’infini. Suppo-
sons donc que dans le théoréme 4.3, Q soit de cette sorte de point a [’infini.

Dans le théoreme 3.7, «” est un cercle de centre Q, d’ou sont issus les rayons
[QP.], [OPy], [QP.], dont chacun passe respectivement chacun des trois points de
contact de la conique aux trois c6tés du triangle. Dans le théoreme 4.3, ot Q est
jeté a I’infini, les trois rayons [QP,], [QP5], [QP.], paralleles non seulement entre
eux mais aussi a [QA], [QB], [QC], croisent perpendiculairement ’, circonférence
d’un cercle de rayon de longueur infinie, ¢’est-a-dire ligne droite.

En plus, dans ces deux constructions, «” est toujours ’image de «, qui est un
cercle dans le théoréme 3.7 et une droite dans le théoréme 4.3, par I’homothétie de
centre P et de rapport 2 ; ce qui corrobore encore 1’analogie des deux théorémes.

Ainsi, I'introduction de la notion de point a I’infini permet de constater que
le théoreéme 4.3 est un cas particulier du théoréme 3.7, et que la parabole a deux
foyers comme I’ellipse et I’hypebole.
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