
Constructions de la conique

tangente aux trois c6t6s du triangle
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Dans le r6sum6 du cours intitul6 : Reddcouvrons les Mathdmatiques (sigle :

RM), nous avons d6gag6 une s6rie de propri6t6s du triangle concernant un cer-

tain nombre de ses points remarquables, tels que I'orthocentre, l'isobarycentre, les

centres des cercles circonscrit, inscrit et exinscrits, etc1. En tant que suppl6ment

de ce cours, nous 6tudierons dans les pages qui suivent quelques constructions de

la conique d6pendant de ces propri6t6s, pour prouver la proposition suivante :

Tout triangle a une infinitd d'ellipses, de paraboles et d'hyperboles,

tangentes d ses trois cbtds.

Sous certaines conditions, cette proposition se r6duit, comme on f imaginera sans

peine, i un fait bien 6vident de la g6om6trie euclidienne : tout triangle a quatre

cercles tangents d ses trois cbtds, un inscrit et trois exinscrits.

1 Remarques pr6liminaires sur la conique

Soit r un cercle. Soit S un point pris hors du plan de r. Alors l'ensemble des

droites passant par,S et rencontrant lr d6crit une surface, constitu6e de deux nappes

oppos6es par S et illimit6e des deux c6t6s. Cette surface est dite le cdne de base r
et de sommet S, et les droites qui la d6criverfi, ses gdndratrices.

On appelle section conique, ou plus simplement conique,l'intersection d'un
plan avec un c6ne. La conique se divise en trois espEces, suivant la position du
plan s6cant par rapport aux g6n6ratrices du c6ne : elle est dite

- we ellipse, quand le plan s6cant n'est parallble d aucune de ses g6n6ratrices ;

- u;ae parabole. qtand il est paralldle d une seule g6n6ratrice;
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hyperbole. quand il est paralldle i deux g6n6ratrices.

D'une autre manidre, l'ellipse e se d6finit comme l'ensemble des points P, tels
que la somme des distance P F + PF' est constante, of F et F' sont deux points flxes
donn6s. La tangente en un point quelconque P de e est la bissectrice ext6rieure de
LFPF'. Optiquement, cela signifie que tout rayon de lumiEre partant de F et se

r6fl6chissant sur € passe par F', et inversement; d'ot vient que ces deux points
donn6s se noment./oyers.

De mOme, l'hyperbole u se d6flnit comme l'ensemble des points P, tels que la
diff6rence des distances IPF - PF'l est constante. La tangente en un point quel-
conque P de u est la bissectrice int6rieure de tFPF' .

o F

Dans l'ellipse € comme dans l'hyperbole u, (FF') se nofilme son axe focal, et
le milieu O de lF F'1, son centre2.

Enfln la parabole zr se d6finit comme l'ensemble des points P 6quidistants d'un
point fixe donn6 F et d'une droite fixe donn6e d. La tatgente en un point quel-
conque P de zr est la bissectrice int6rieure de tFPH, or) 11 est le projet6 orthogonal
de P sur d; ce qu;i signifie optiquement que tout rayon de lumidre parallble i l'axe
focal, c'est-h-dire d la droite perpendiculaire d d et passant par F, et se r6fl6chissant
sur ft, passe par F . La droite d est dite directrice de n.

2. Etant donn6s deux points distincts A et B, nous notons (AB) la droite qui les contient; [AB]
le segment de (AB) dont ils sont les deux extr6mit6s. Nous verrons ailleurs commentles sphires de
Dandelin expliquent la relation des deux d6finitions de la conique mentionn6es ci-dessus.
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La parabole ft n'a apparemment qu'un seul

foyer F. En fait, si nous admettons, comme on
le fait dans la g6omdtie projective, que toutes

paralldles se rencontrent i un certain point qui
se trouve i f infini des deux c6t6s sur chacune

d'elles, et que nous posons que le second foyer
.F'' soit le point i f inflni of se rencontrent les

perpendiculaires ir d, alors la description de la
tangente de l'ellipse et de l'hyperbole s'applique
sans aucune modification dL celle de la parabole.

Comme nous l'avons d6jd annonc6, nous 6tudierons quelques constructions de

la conique tangente aux trois c6t6s du triangle.

- Nous commencerons par le cas of la conique d centle, c'est-)r-dire l'ellipse
et l'hyperbole, a pour deux foyers l'orthocentre F1 du triangle ABC etle
centre O de son cercle circonscrit (chap.2). Cette construction sera ensuite

g6n6ralis6e par la notion de points isogonaux, dont le couple {F1, O} est un

exemple typique (chap. 3).

- Quant d la parabole, nous examinerons une autre construction qui d6pend

d'une propri6t6 du triangle connue sous le nom de thdorime de Simson.

Nous verrons que cette construction-ci n'est qu'un cas particulier de celle-
li, or) l'un des deux foyers estjet6 ) l'infini (chap. 4).

2 Triangle et conique i centre (L)

Soit ABC un triangle. Soit O le centre du cercle xo circonscrit au tiangle ABC .

Soit 11 l'orlhocentre du triangle ABC. Soient An, Bn, C7, le projet6s orthogonaux
respectifs de A sur (BC), de B sur (CA), de C sur (AB). Soient 11, , Hu, H,les points

sym6triques de 11 respectifs par rapport d (BC), (CA), (AB).

F'

F'

d

Lemme 2.1. {Ho, Hu, Hr} c xo.
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D6monstration. Quand le triangle ABC est rectangle en A, cinq points 87,,

Cn, Hu, Hr, H cciincident avec A € ro; en plus, [8C] est un diamdtre de ro. De la
vient 6videmment que Ho € ro.

Supposons donc que Ie triangle ABC ne soit pas rectangle, et prouvons que

Ho € xo. Les triangles A;CH" et AICH sont congruents par d6flnition. En plus,

- quand le triangle ABC est aigu, les triangles ATCH et CIAH 6tant sem-

blables. on a tAlCH = ICnAH;

- quand IBAC est sup6rieur d un angle droit, les triangles AnCH, C;AH et

BAA; 6tant semblables. on a tAsCH = lBAAn.
Ces deux 6galit6s s'6crivent aussi: IBCH, = lBAHa, ce qui signifie que A, B, C,

I1o sont cocycliques. Il en est de m6me pow H6 et Hr. tr
Pour entrer dans le vif de la question, posons qtoe (OH"), (OH), (OH,) ren-

contrent (BC), (CA), (AB) respectivement en A7, 81, C1. Quald le tiangle ABC
est rectangle et A, At coincide ayec O; Bs et C7, ayec H; ce cas-l), of la conique
d6g6nbre en deux points, nous le mettons de c6t6 dans la consid6ration qui suit.

Th6orime 2.2. Tout triangle ABC non-rectangle a une conique de foyers O
et H, tangente a (BC), (CA), (AB) respectivement en A1, 81, C1.

D6monstration. Quand le triangle ABC est aigu, O et H te sont s6par6s par

aucun de ses trois c6t6s, et se trouvent tous deux i f int6rieur du triangle.

Par contre, quand il est obtus, O et H sont s6par6s par chacun des trois c6t6s,
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et se trouvent tous deux ir 1'ext6rieur du triangle. Posons qte IBAC soit sup6rieur
i un angle droit.

Dans les deux cas, les deux triangles de chacun de trois couples :

\A;A1H. AIA1Hul, lBnBtH, B681H5l, \CnCfi, CnCfi,j,

sont congruents par d6finition. De li, on a d'une part

A1H = A1H,,, B1H = 87H6, CyH = C1Hr, (l)

et d'aulre part

lAlA1H = lAnAtH,,, lB68yH = lBnBtHr,, lClCyH = lCnCtH,. (.2)

De (1) s'ensuit que, si le triangle ABC est aigu,

A,O+A,H =ArO*ArHr,- OH,,, B,O+ B,H = BtO+ B,Hy= ggo,

C,O + CtH = CP + C1H, = Qlf ,,

et s'il est obtus,

AtH -AtO = AtHo-AyO = OH". BtO- BtH = BtO- B1H6- Qffo,
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CtO*Cfi=CtO-CtH,-OH,'

Or, par Ie lemme 2.7, H,,. Ht, H, appartenant tous i r, (le cercle circonscrit au

triangle ABC), OHr, OH;r, OH, sont tous 6gaux au rayon de r,r. Ainsi, quand le
triangle A-BC est aigu,

A,O + A,H = BtO + B1H = C.O + C1H = (constante),

c'est-i-dire que A/, 81, C1 se trouvent sur une ellipse de foyers O et 11; et quand il
est obtus.

lAp - Afil = lBtO - BtHl = ICP - C,Hl = (constante),

c'est-i-dire que A,, 8,. C, se trouvent sur une hyperbole de foyers O et H .

D'autre part, (2) signifie que (A7,A), (BnB,), (CnCi), c'est-)-dire (BC), (CA),
(AB). sont les bissectrices respectives, ou bien ext6rieures, ou bien int6rieures. de

tHoAtH, IH6B1H. tH,CtH, c'est-i-dire de IOA,H, tOBfi, tOCfl. Autrement
dit, la conique esttangente d(BC), (CA), (.AB)respectivementen 41. 81, C,. tr

Remarquons que la conique construite de cette fagon est tangente, en deux
points sur son axe focal (O1l), au cercle qui passe par A7,, Bn, Cn; en efiet, le centre

de ce cercle est ie milieu de tOH), et le rayon, la moiti6 de celui de r,,3.

Le cercle qui touche la conique ainsi en deux points sur son axe focal, sym6triques
l'un i l'autre par rapport i son centre, est dit son cercle principal.

3. Il s'agit cLt cercle d' Euler. Voir RM, pp.42-43.
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3 Tiiangle et conique i centre (2)

Soient 11 et lz detx droites s6cantes en A. Soient P et Q deux points quel-
conques du plan, distincts de A. Soit O le milieu de [PQ1. Soient P1 et P2 les
projet6s orthogonaux respectifs de P sur h et lz. Soient Q1 et Q2les projet6s or-
thogonaux respectifs de Q sur \ et12.

Lemme 3.1. Les deux conditions suivantes sont 6quivalentes :

a) t(\, AP) = t(AQ,l) (mod n).
b) Pr Pz, Qr, Qz sont cocycliques sur un cercle de centre O.

D6monstration. Par d6finition, A, P, Pl, P2 sont cocycliques sur le cercle de
diamdtre WP); et A, Q, Qt, Qz, sur le cercle de diamEtre [AQ]. Ainsi on a

I t@Pt. AP1= t\P2P1, P2P)

\rioO, Aez) = t(ete, ee) (mod zr)' (l)

Si l'on suppose a), c'est-)r-dire t(AP1, AP) = t(AQ, AQ) (mod zr), alors

I(P2P1,P2P) = t(hQ,QrQ) (mod pi). (2)

De (1) et (2),

t(PzA, P2P1) = lrrO, 
PzP) - t(PzPt, PzP)

fl11
= ,- t(PzPt PzP) = i- ,(?rQ, QrQz)

= t(QtQ, QtA) * t(QQ, QrQz)

= t(Q1Q2, Q1A) (mod zr),

ce qui signifie que P1, Pz, Qr, Q2 sor,t cocycliques sur un cercle, dont le centre est

le point d'intersection des m6diatrices de deux cordes [P1 Q1l et lPzQz], c'est-i-
dire le milieu O de [PQ].
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R6ciproquement, si l'on suppose b), alors

t(PzA, PzPr) = t(QtQz, QtA) (mod zr) (3)

De (1) et (3),

t(APt, Ar1= ,1rrrt PzP)

= t(PzA, PzP) - t(PzA, PzPr)
lt lf

= ,- t(PzA. PzPr) = i- t(QrQr, Qr,q)

= t(QrQ, QtA) - t(QrQz, QtA)

= t(QrQ, QrQ) = t(AQ, AQ) (mod zi'),

c'est-i-dire t(h, AP) = t(AQ, l) (mod n). tr
Deux droites (AP) et (AQ), vdnfiant: t(\, AP) : t(AQ,l) (mod zr), sont

dites isogonales par rapport d \ et 12.

Lemme 3.2. Soit ABC un triangle. Soient P et Q deux points, tels que (AP)
et (AQ) sont isogonales par rapport d (AB) et (AC), et (BP) et (BQ), par rapport i
(BA) et (BC). Alors (CP) et (C0) sont isogonales par rapport d (CA) et (CB).

D6monstration. Soient A* B o, C o les projet6s orlhogonaux respectifs de P
sur (BC), (CA), (AB). Soient Ar, Br, Cr les projet6s orthogonaux respectifs de p
sur (BC), (CA), (AB). Soit O le milieu de [PO].

(AP) et (AQ) €tant isogonales, Bo, Br, Cr, Cn sont cocycliques sur un cercle
ri de centre O. De m6me, (BP) et (BQ) 6tant isogonales, Co,Cr, Ao, A, sont
cocycliques sur un cercle Kz de cerrffe O. Les deux cercle q et Kz, tous deux de
centre O et contenant C o et Cr, sont donc identiques. De li vient qrue, Ao, An, Br,
Br dtwrt cocyclques, (CP) et (CO) sont isogonales par rapport d, (CA) et (CB). tr

C
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Ainsi, i tout point P, on peut associer un point Q, oi se rencontrent les droites
isogonales de (PA), (PB), (PC). P et Q sont dits points isogonaux par rapport au

tiangle ABC.

Par exemple, dans tout triangle ABC, I'orthocentre f1 et le centre O du cercle
circonscrit sont isogonaux. En effet, d'une part, nous avons vu que Ay, By, Cp,

projet6s orthogonaux respectifs de F1 sur (BC), (BC), (CA), et A*, B*, C*, projet6s
orthogonaux respectifs de O sur (BC), (BC), (CA), sont cocycliques sur le cercle
d'Euler, dont le centre est le milieu de IHO)4. D'auffe part, si l'on pose que D soit
le point diam6tralement oppos6 )r A, alors les deux triangles rectangles ABAT et
ADC 6tant semblables, on a t(AB, AH) : t(AO, AC) (mod zr); etc.

Soient P et Q deux points isogonaux par
rapport i un triangle ABC inscit dans un
cercle r.

Soient o et a les demi-plans de frontiEre
(BC), respectivement contenant et ne conte-
nant pas A. Soient F * B les demi-plans
de frontiBre (CA), respectivement conte-
nant et ne contenant pas B. Soient y et,
les demi-plans de frontibre (AB), respecti-
vement contenant et ne contenant pas C.
Soient 6 et 5 respectivement f int6rieur et
l'ext6rieur de r.

Pour voir comment les points isogonaux

Sc

5a

P et Q se situent par rapport au ffiangle ABC, divisons le plan en dix zones de la
faqon suivante :

f=anfrny,
St=anBar, So=a.Bnr,

Sr

OC

4. Yoir RM,pp.42-43.

Sc = a aFoy,
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rFス =百 ∩β∩γ∩δ  fJB=α ∩β∩γ∩δ  ∫Fc=α ∩β∩フ∩δ

lεA=5'∩β∩γ∩5' lεB=α ∩β∩γ∩5' 186=α ∩β∩ア∩5

Lemme 3.2. Si P se ffouve sur un c6t6 du triangle ABC, alors Q coincide
avec le sommet oppos6 i ce c6t6.

D6monstration. On ne perd pas la g6n6ralit6 en supposant que P e (BC).

Alors

f∠(BC,3P)=0
t∠C3,('P)=0

⇒

{

∠(32,BA)=0
∠(CO,CA)≡ 0

(mOd π),

c'est-d-dire que Q e (BA) n (CA) = {A}.
Lemme 3.3. Si P e r, alors les droites iso-

gonales respectives de (AP), (BP), (CP) sont toutes

paralldles enffe elles.

D6monstration. On ne perd pas la g6n6ralit6

en supposant que P se trouve sur l'arc BC. Soient
A' , B', C' les points d'intersection respectifs des

droites isogonales de (AP), (BP), (CP) avec K.

Alors, d'une part,

t(BA, BB') = t(BP, BC)

= t(AP, AC)

= t(AB, AA') (mod n'),

c'est-i-dire (BB') ll (AA'); d'afirepart,

∠(CC′ ,CA)=∠ ((〕B,CP)=∠ (A3,AP)=∠ (AA′ ,AC) (lnod π),

c'est-i-dire (CC') ll (AA'). tr
Ce sera dans le chapitre suivant que nous discuterons ce cas-ld, oi (AA'), (BB'),

(CC') se rencontrent en un point d l'inf,ni Q.D'icijusqu'i la fin de ce chapitre,
nous supposons que P # x u (AA') u (BB') u (CC').

Lemme3.4. Si P e f ,ahrs Qe f .

D6monstration. Soit 1le centre du cercle
inscrit dans le trargle ABC. Par d6finition, on a

∫
キ

∠(AB,Af)=∠(Ar,AC)
∠(BC Bの ≡∠(BI,BA) (mOd π),

∠(CA,CI)=∠ (Cf,C3)

∠(AB,AP)=∠(A2,AC)
∠(BC,BP)=∠(32,BA) (mOd π)

∠(CA,CP)=∠ (C2,C3)|
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(AP)c@ay)u@.r)
(BP)c(y.a)u(rnd)
(CP)c(aoDu@.8)

(mod a.),

(AQ) c (F o y') u (B .t)
(BQ) c (y ) a') | (, . cv) ,

(.CQ'|c (.o nB)u @.8)

t(AP, AI)
t(BP, BI)
t(cP, cI)

ヽ
ノ

ヽ
ノ

ハ
″

０

０

て

Ａ

Ｂ

Ｃ

ム

ム

７

Ａ

Ｂ

Ｃ

く

４

＜

一　一　一　　　　　　　　　　　一　一　一　　　　　　　　　　　一　一　一

c'est-i-dire rye (AQ), @Q), (Cq sont respectivement sym6trique ) (AP), (BP),
(C P) par rapport d (AI), (BI), (C1). Ainsi, 6tant donn6 que

on obtient que

2∈ (■ 2)∩ (32)∩ (C2)⊂ α∩β∩γ=J

Lemme 3.5. Si P e f y, alors Q e Sx (X e {A, B, C}); et r6ciproquement.

D6monstration. On ne perd pas la g6n&alit6 en supposant que P e f s.
Soit P' un point tel que x n (AP) = {A, P'1. Soient A', B', C' trois points

appartenant d r, tels que (AA'), (BB'), (CC') sont les droites isogonales respectives

de (AP'), (BP'), (CP') par rapport autiangle ABC,
Comme nous l'avons vu dans le lemme 3.5, (AA'), (BB'), (CC') sont alors

toutes paralldles entre elles.

Soient 21 et 21 les demi-plans de frontidre (BP'), respectivement contenant et
ne contenant pas A. Soient )2 et )2les demi-plans de frontiEre (BB'), respective-
ment contenant et ne contenant pas C.

Soient pr1 et trr1 les demi-plans de frontidre (CP'), respectivement contenant et

ne contenant pas A. Soient Fz et ltz les demi-plans de frontidre (CC'), respective-
ment contenant et ne contenant pas B.

εス
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Par d6finition, P est sffictement int6rieur au triangle BCP' ; ce qui fait que

(BP)⊂ (a∩ ぇ1)∪ (α ∩え1)

(CP)⊂ (a∩ μl)∪ (α ∩
「

1){

{

En plus, (BP'), (BP), (BC) sont respectivement sym6triques ) (BB'), (BQ), @A)
par rapport iL (BI), et (CP'), (CP), (CB) iL (CC'), (CQ), QA) par rappoft e (C1).

Ainsi, 6tant donn6 que

(32)⊂ (フ ∩え2)∪ (γ ∩え2)

(C2)⊂

“

∩μ2)∪ (β ∩戸2)'

on obtient que

2∈ (B2)∩ (C2)⊂ (フ ∩え2)∩ (β ∩μ2)⊂ β∩7=SA・

Et en inversant l'ordre de la discussion pr6c6dente,on a la r6ciproquc.

Lemme3.6.Si P∈ 8x,alo■ s2∈ 8x(χ ∈{A,3,C)).

D6monstration. On ne perd pas la g6n6ralit6 en supposant que P e 6n.
De la m6me manidre que dans la d6monstration du lemme 3.5,6tant donn6 que

f(BP)⊂ (γ ∩瓦1)∪ (フ ∩え1)

(ヽ(〕P)⊂ (β ∩「 1)∪ σ∩μl)

on obtien que

==〉

{

(32)⊂ (α ∩え2)∪ (a∩ え2)

(C2)⊂ (α ∩μ2)∪ (a∩ μ2)'

2∈ (32)∩ (C2)⊂ ″∩え2∩ μ2⊂ 百∩β∩γ=JA∩ 8ス・

Si O∈ Jん alors P c SA parlelemme 3.5,ce qui est contradictoire.Donc il faut

que 2∈ 8A.                           □

を
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Th6orime 3.7. Soit {P, Q} un couple quelconque de points isogonaux par

rapport i un triangle ABC. Alors il existe une conique d centre, de foyers P et Q,
tangente aux trois c6t6s du triar'gle ABC. Autrement dit, tout triangle a une infinit6
d'ellipses et d'hyperboles tangentes i ses trois cdt6s.

D6monstration. Soient Ar, Bo, Co les projet6s orthogonaux respectifs de P
sur (BC), (CA), (AB). Soient An, Br, Cr les projet6s orthogonaux respectifs de p
sur (BC), (CA), (AB). Les six points ainsi d6finis sont cocycliques sur un cercle r
par le lemme 3.2.

Soient P,, P6, P" 7es points sym6triques respectifs de P par rapport d Ap, Bp,

C r. Les trois points ainsi d6finis sont cocycliques sur un cercle x' , image de r par

1'homoth6tie de centre P etderapport2.
Soient A,, By, Cy les points d'intersection respectifs de (BC) et (QP), (CA) et

(QP), (AB) et (QP,). Nous verrons que la conique en question est tangente d (BC),
(CA), (AB) respectivemett en A,, 87, C7.

[A] Quand P et Q sont tous deux strictement int6rieurs au triange ABC (vou
lemme 3.4),la conique est une ellipse.
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[B] Quand P et Q sont tous deux strictement ext6rieurs au triange ABC, et que

chacun de ces deux points est dans un des deux secteurs angulaires oppos6s par un
des sommets du triangle ABC (voir lemme 3.5), la conique est une hyperbole.

[C] Quand P et O sont tous deux strictement ext6rieurs au triange ABC,et
qu'ils sont tous deux dans un nt€me secteur angulaire (voir lemme 3.6), la conique
est une ellipse.

′
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I:)ans tous ces trois cas,les deux triallglcs dc chacun dc trois couplcs i

{APA′ R APA′ Pα }, {3ρ β′R3′ 3′ Pゎ }, {Cρ C′ RC′ε′Pσ },

sont congruents par d6nnition.IE)clゝ ,onad'unc part

A′P=A′ Pα ,  BrP=BrPb,  C′P=CrPε ,          (1)

ct d'autrc part

∠A′ArP=∠ A′ A′ Pα ,  ∠β′β′P=∠ BPB′ Pら ,  ∠CPC′P=∠ C′ C′ Pε .  (2)

Dc(1)s'cnsuit quc,dans[A]ct[C],

A′P+Ar2=ArP。 +A`0=2Pα , 3′P+3.2=β ′Pb+B′2=2Pb,

C′P+C′ 2=C′Pc+C′ 0=2Pc,

Ct danS[B],

A′0-ArP=A′ 2-A′ Pα =2Pα , B′P一 B′ 0=B′ Pみ -3′0=2Pゎ ,

Cr2-CrP=CrO― C′Pc=OP“

／
′
■
／
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Or lQP,l, LQP ul, lQP rl sont tous des rayons de r', ce qui fait que, dans lAl et [Cl ,

A,P + A,Q = BtP + B,Q = C,P + CtQ = (constante),

c'est-i-dire queAl,8,, C, se trouvent sur une ellipse de foyerP etQ;et dans [B],

IAP - ArQl = lBtP - B,Ql = ICP - CtQl = (constante),

c'est-h-dire que A7, 81, C1 se trouvent sur une hyperbole de foyer P et Q.
D'autre prt, (2) signifie qre (AuA), (BpB,), (CpC,), c'est-i-dire (BC), (CA),

(AB), sont les bissectrices respectives de lPATPo, IPB7P6, IPCP,, c'est-i-dire de

tPAtQ, tPBtQ, tPCtQ. Aurrement dit, la conique esr rangenre A (BC), (CA), (AB)
respectivement en A7, 81, C1.

Comme 1es lemmes 3.4, 3.5,3.6 le monffent, d moins que P e xo U (BC) l)
(CA) U (AB) (x, : cercle circonscrit au ffiangle ABC), tout point P du plan a son
point diagonal Q par rapport au ffiangle ABC. Ainsi, tout triangle a une infinit6
d'ellipses et d'hyperboles tangentes i ses trois c6t6s. tr

Si les deux points isogonaux P et Q corhcident l'un avec l'autre i f int6rieur du
tiangle ABC, alors la conique que l'on obtient est le cercle inscrit dans ce riangle;
i l'ext6rieur, un de ses trois circles exinscrits.
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4 Triangle et parabole

Est-il possible de trouver une construction de la parabole, conforme i sa d6fl-
nition comme ensemble des points 6quidistants d'un point fixe (foyer) et d'une
droite fixe (directrice), en mdme temps qu'analogue i celle de la conique i centre,

autrement dit iL deux foyers, discut6e ci-dessus ? Ce sera l'enjeu de ce chapitre.

Lemme 4.1. Soit P un point sur un cercle r, circonscrit d un triangle ABC.
Soient Ar, Br, Co les projet6s orthogonaux respectifs de P sur (BC), (CA), (AB).

Alors Ao, B p, C p sont align6s.

D6monstration. On ne perd
pas la g6n6ralit6 en supposant que P
se situe sur l'arc BC qui ne contient
pas A. Si P cdincide avec A', point
diam6tralement oppos6 b A, alors les

trois points en questions sont align6s

sur (BC), Bo et C, coincidant res-

pectivement avec C et B. Supposons

donc que P soit plus proche de C que

A'; dans cette configuration, A, et

C, sont respectivement inclus dans

[BC] et [AB], alors que Bo est hors

de lCAl au-deli de C.

Par d6flnition, A, B, C, P sont co-
cycliques sur un cercle r, ; A, Br, Cr,
P sur xo; Ap, B, Co, P slur xui Ap, Bp,

C, P sur r.. D'ot vient que

t(PC p, PBr) = r - t(AC o, ABp)

= ir - t(AB, AC) = t(PB, PC) (mod zr)

et qu'ainsi

t(ApBp, AoC) = t(PBp, PC)

= t(PCp, PBp) - t(PCp, PC) = t(PB, PC) - t(PCp, PC)

= t(PB, PC) = t(ApB, ApCp) (mod r'),

ce qui signifie que (BC) a (BpC p) = {Ap}. tr

La droite sur laquelle se trouvent A, , B ,, C o est dite droite de Simson de P par

rapport au triangle ABC .

Lemme 4.2. Soit x la droite de Simson d'un point P par rapport d un triangle
ABC. Soient )o, )u,2. les droites isogonales respectives de (PA), (PB), (PC) pN
rapport au m6me triangle. Alors 2,, )6, ), sont toutes perpendiculaires d r.
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D6monstration. Notons cv, B, y respectivement (BC), (CA), (AB)

Ptt la COCyCliCit6 de{A,BP,CP,P},

∠(えα,κ)=∠ (えα,β)十 ∠(β,κ)=∠ (γ,Afり +∠ (β,κ)

≡∠(AC′ ,AP)+∠ (B′ A,B′ε′)

=∠ (B′ C′ ,BPP)+∠ (B′A,3′ C′ )

=∠ (B′A ‐32P)=,  (lnOd π)
Ptt la COCyCliCit6 dC μ P,3,(〕′,P},

∠(えb,κ )≡ ∠0し ,γ)+∠ (γ,κ)≡ ∠(α,3P)十 ∠(γ,κ )

=∠ IBA′ ,BIり 十∠(CPB'CPAp)
≡ ∠(C′A′ ,(〕′P)+∠ ((〕′3,C′A′ )

=∠ (CPB,C′P)≡
π

一
（Ｚ

(mod zr)

Par la COCyCliCit6 de{AP,3′ ,CP),

∠(えε,κ)≡ ∠(えε,α)十 ∠(α,κ)≡ ∠(β,CIり +∠ (α,κ )

=∠ (CB′ ,CP)+∠ (Aρ C,ス′B′ )

=∠ (AρB′ ,A′P)十 ∠(A′ C'A′ B′ )

≡∠(Aρ C・A,P)=,  (lnOd π)
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Nous venons de d6montrer d'une autre manibre le lemme 3.3, selon lequ'el )'o,

A6, ), sont toutes parallbles entre elles.

Th6orime 4.3. Soit P un point sur un cercle r, circonscrit d un triangle ABC.

Soit r la droite de Simson de P par rapport au triaagle ABC. Si P 4 {A, B,C}, alors

il existe une parabole de foyer P, tangente i r et aux trois c6t6 du triangle ABC.
Autrement dit, tout triangle a une infinit6 de paraboles tangentes h ses trois c6t6s.

D6monstration. Soient Ar, Bo, Co 1es projet6s orthogonaux respectifs de P

sur (BC), (CA), (AB). Soient P,, P6, P,les points sym6triques respectifs de P par

rapport d Ap, Bp, Co. Po, Py, P, sont align6s sur r', image de x pat I'homoth6tie

de centre P et de rapport 2. Soient At, Bt, Ct les points d'intersection respectifs de

(BC), (CA), (AB) avec les droites perpendiculaires d r' passant PT Po, Pu, P,.

P6

Par d6flnition, les deux triangles de chacun de trois coupies :

{ApAtP, ApAtPo}, lBpBP, BoBp6}, tCpCP, CpCtP,l,

sont congruents. De 1i, on a d'une part

A1P = A1Po, ByP = ByP6, C1P = C1Pr, (1)
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et d'auffe part

IApAP = tApAtPa, IBpBP = lBpBtPu, ICpCP = lCpCtP,. (2)

D'une part, (1) signifle que At, 81, C1 sont tous 6quidistants du point P et dela
droite r'. Autrement dit, ils sont tous sur la parabole de foyer P et de directrice r'.

D'autre prt, (2) signifle que (AoA), (BpB,), (C pC,), c'est-i-dire (BC), (CA),
(AB), sont les bissectrices respectives de tPAlPo, IPB7P6, lPCtPc, c'est-d-dire de

tPAtQ, tPBtQ, tPCtQ. Autrement dit, cette parabole est tangente d (BC), (CA),
(AB) respectivement en 41, 87, C1. L

Corollaire 4.4. Soit Il l'orthocentre
d'un triangle ABC. Soit 2 une droite quel-

conque passant pN H.Alors il existe une

conique, ayant ) pour directrice et tangente

aux trois c6t6 du nangle ABC.
D6monstration. Soit ro le cercle cir-

conscrit au triangle ABC. Soit lCH,f une
corde de xo, telle qu'e (CH,) r (AB).

Comme nous l'avons vu dans le lemme 2.1,

si 1'on pose que {Cr,} = (CH,) n (AB), alors
11 est 1e sym6trique de H, par rapportd C6

Soit [CD] une corde de rr, telle que

(CD) ll 2. Soit [DE] une corde de ro,
telle que (DE) L (AB). Soient A", 8", Ce

les projet6s orthogonaux respectifs de E sur

(BC), (CA), (AB). Par le lemme 4.1, ces trois
points sont align6s sur la droite de Simson,u.

En plus, C, est sur (DE).
Soient F et G les points d'intersections respectifs de 2 avec (DE) et (HrE).
D'une part, par la cocyclicit6 de {,B, E, A", C"} et de {8, C, D}, et le parall6lisme

de {^,(CD)},

t(DE, tt) = t(C,E, CnA") = t(BE, BA") = t(BE, BC)
: t(DE, DC): t(FE, FH) = t(DE, )) (mod z'),

c'est-h-dire que

^ 
ll tt. (1)

D'autrepart,parlacocyclicit6 det.B,C,D,H,},etlaparall6lismede{(CH,),(DE)}
et de 0,(CD)|,

t(DE, DC) = t(HcE, H,C) = t(EHc, ED)

= t(CHc, CD) = t(HH,, HF) (mod zr).

ヽ

ヽ

ヽ
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Ainsi, deux triangles semblables EFG et EH,H sont isocdles. En plus, (.GCi =
(GC") = (AB), m6diatrice de [11.//], 6tant aussi ceile de [EF],

EF = 2EC". r)\

De (1) et (2) s'ensuit que ,t et f image de 1'homoth6tie de centre E et de rapport 2;

autrement dit, la configuration de \E,1t, )) par rapport au triangle ABC est identique

d celle de \P, x, x'] dans la ddmonstration du th6orEme 4.3. tr

Pour conclure, mettons en regard la consctruction du th6ordme 3.7 et ce1le du

th6ordme 4.3.

Dans le th6orbme 4.3, P, foyer de la parabole, est sur le cercle circonscrit au

tiangle ABC. Dans ce cas-li, comme nous l'avons vu dans le lemmes 3.3 et4.Z,les

isogonales de (PA), (PB), (PC) par rapport au triangle ABC sont toutes parallbles

entre elles, et leur point d'intersection, autre foyer de la conique 1;rote Q dans le

th6orbme 3.7, disparait.

κ
′
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Or, ) la diff6rence de la g6om6trie euclidienne qui n'admet pas la concurrence
des droites paralldles, la g6om6trie projective postule que celles-ci se rencontrent
en un certain point id6al, situ6 sur chacune d'elles des deux c6t6s i f infini. Suppo-
sons donc que dans 1e th6ordme 4.3, Q soit de cette sorte de point d I'tnfini.

Dans le th6ordme 3.7 , x' est un cercle de centre Q, d'ot sont issus les rayons

lQP"l, lQPul, lQPrl, dont chacun passe respectivement chacun des trois points de
contact de la conique aux trois c6t6s du triangle. Dans le th6ordme 4.3, oi Q est
jet6 i l'infini, les trois rayons lQP"), lQPul, [QP,], paralldles non seulement entre
eux mais aussi d lQAl,lQBl, [QC], croisent perpendiculairement r', circonf6rence
d'un cercle de rayon de longueur infinie, c'est-d-dire ligne droite.

En plus, dans ces deux constructions, r' est toujours f image de r, qui est un
cercle dans le th6ordme 3.7 et une droite dans le th6ordme 4.3,par 1'homoth6tie de

cenffe P et de rapport 2; ce qu;i corrobore encore 1'analogie des deux th6ordmes.

Ainsi, l'introduction de la notion de point d l'infini pemet de constater que

le th6orbme 4.3 est un cas parliculier du th6orEme 3.7, et que la parabole a deux
foyers comme l'ellipse et l'hypebole.
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論 文 要 旨

三角形の三辺に接する円錐曲線の作図

久本田 英史

昨年度より開設された基礎教育科目「数学再発見」では、三角形の五心から「フォ

イエルバッハの定理」に至る平面幾何学が主たる話題にな り、その際、発展事項とし

て言及された円錐曲線に対 し、受講者から特に活発な反応が示された。本稿では上述

科目の内容拡充に向けた理論的基礎 として、三角形 と円の性質に依拠 した円錐曲線の

作図に関する数学史的所与を体系化する。具体的には、二個の焦点を持つ楕円や双曲

線については 「等角共役」の概念による作図法を、焦点を (見掛け上)一個 しか持た

ない放物線については 「シムソンの定理」と呼ばれる三角形の性質による作図法を紹

介し、後者が 「無限遠点」の概念により前者の特殊な場合に帰着することを示す。

本稿で扱 う作図法は、定規とコンパスのみという古典的手段では相当に繊細な作業

を要するが、授業では高機能性 と直感的操作性を兼備 した動的幾何学ソフトウェアを

情報機器上で用いるため、図形の扱いに不慣れな受講者でも、適切な指導の下、各自

で実行可能であると期待される。授業の到達目標は、受講者が実際の作図によって、

楕円から放物線を経て双曲線に至る連続的変化を間近に観察し、多彩な現象を示す円

錐曲線の全体に通底する本性の恒常性を覚知すること、換言すれば、円錐曲線 という

視覚的に鮮烈な例を通 して、具体的な個別性から包括的な一般性へと向かう抽象化の

心的過程を、思考の一様態として意識的に遂行することとして設定されよう。

鍵語 :基礎教育・数学教育・数学史・幾何学・作図


