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基礎教育科目「数学再発見」概要

久木田英史

鍵語 :基礎教育・数学教育・数学史・整数論・幾何学

「数学再発見 (数と形の不思議 )」 は本学における学部改組 (2019年度)に
伴い、基礎教育科目の一つとして構想された。この科日は整数論や幾何学の

分野で、数学史上有名でありながら初等 。中等教育では扱われない命題を素

材に、計算や作図のような作業を通して、一見単純な数や図形に潜む美しい

性質を自ら見出していく知的愉悦を受講者に経験してもらうことを、第一の

目的とする。以下、その骨格となる内容を整理し、講義の概要として示す。

1 オイラー円とフォイエルバッハの定理

幾何学分野では、高校数学で学んだ三角形の五心 (外心、重心、垂心、内

心、傍心)の復習から出発して、これらの点の相互関係を探求し、古典的な
平面幾何学の到達点の一つ、フォイエルバッハの定理の理解に至ることを目

標とする。

1.1 外心、重心、垂心の作図

以下、特に断らない限り、三角形 ABCに おいて、辺 BC,CA,ABの 中点を
それぞれ A“ ,3″ ,C“ とする。また、頂点 A,3,Cか ら対辺に下ろした垂線の
足をそれぞれ Aみ,Bみ,Cぁ とする。

定理 1.1。 1 任意の三角形ABCにおいて、Aれ を通りBC
と垂直な直線をら、B“ を通りCAと垂直な直線をら、C“
を通りABと垂直な直線を Jε とすれば、ち,ち ,″ιは一点で
交わる。

証明 線分 BCの垂直二等分線 Jα 上の任意の点は二点
B,Cか ら等距離である。同じく、線分 CAの垂直二等分線
ら上の任意の点は二点 C,Aか ら等距離である。ゆえに、ら
とらの交点を0と すれば、0は二点A,3か ら等距離で、
線分ABの垂直二等分線 J。 の上にある。       □
0は A,3,Cか ら等距離なので、この三点を通る円の中心である。円ABC
を三角形 ABCの外接円、点 0を三角形 ABCの外心という。
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定理 1.1.2 任意の三角形 ABCに おいて、三直線ん甥 ,Bβ
“
,cc“ は一点で

交わ り、その交点は線分ん甥,3Bれ ,CCれ をそれぞれ 2:1に内分する。
証明 AA“ とBBれ の交点を Pとする。中点連結定理により、三角形 ABP
とA“ B“Pは相似で、AB=2A“ B“ なので、AP:A“ P=2:1と なる。同様
に 、 AA“ と CC“ の 交 点 を 2と す れ ば AO:A“ 0=2:1と な り 、 Pと 0は 一

致する。                              □

A

C, ε
,

定理 1.1.2の 交点をGと して、三角形ABQ Bcc,cAcは 三角形 ABCの面
積を二等分するので、Cを三角形 ABCの重心という。

B′

定理 1.1.3 任意の三角形 ABCに おいて、三
直線ん4ヵ ,3Bヵ,Cの は一点で交わる。
証明 三角形の各頂点を通り、その対辺に平
行な三直線について、その交点を左図のように

″,3′ ,C′ とする。

四角形ABCB′ ,ACBC′ はそれぞれ平行四辺形

なので AB′ =BCかつ AC′ =BC、 よつてAは線
分 B′ C′ の中点である。また、B℃′はBCと平行
なので、AAヵ と垂直に交わる。従って、ん色は線

分 B′ C′ の垂直二等分線である。同様に、BBた,Calまそれぞれ線分 C′A′ ,A′ B′
の垂直二等分線なので、三角形 A′ B′ C′ において、定理 1.1.1に より、AAみ ,33み ,

ccた は一点で交わる。                        □

定理 1.1.3の交点を″ として、〃を三角形 ABCの 垂心という。
上の証明におけるA,3,Cを それぞれ A“ ,B″ ,C″ と読み替え、A′ ,3′ ,C′ を
それぞれ A,3,Cと読み替えると、次の命題が得られる。
系 1■3.1 三角形 ABCの外心と三角形 A“B″C“ の垂心は一致する。

1.2 外心、重心、垂心の位置関係

以下、特に断らない限り、三角形ABCの外心、重心、垂心をそれぞれ 0,C,
″とする。三点の相互関係を調べるために、定理 1.1.3を前節とは別の方法で

証明する。

定理 1■3の別証 AAん とBBλ の交点をPと し、θに関するCの対称点を
σ′とする。線分 cC′ は三角形 ABCの外接円の直径なので、角 CAC′ とCBC′
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は共に直角である。 よって AC′ と BPは平行、 また βC′ とAPも 平行で、四
角形 Aα3Pは平行四辺形、ゆえに

BC′ =AP

他方、 BC′ は 0観 と平行なので、中点連結定理により

BC′ =20Aη !

以上により、AP=20A“ を得る。

他方、AAヵ と CCヵ の交点を 2と し、0に 関する Bの対称点を B′ とすれば、
上と同様にAc=20A“、従って Pと 2は同一の点で、〃 と一致する。  □
この別証から、次の命題が導かれる。

定理 1.2.1 任意の三角形 ABCに おいて、

A″■θス初=2:1 (1.2.1)

が成 り立つ。

定理 1.2.2 任意の三角形 ABCに おいて、θ,
C.〃 は同一直線上にあり、(〕 は線分〃θを 2:1
に内分する。

証明 ″0と ん場 の交点を Pと する。04“ と
AAヵ は平行なので、三角形 A〃Pと A″ OPは相似
で、(1.2.1)に より相似比は 2:1、 ゆえに

AP:A“P=2:1 かつ  〃P:OP=2:1

となるが、第一式は定理 1.1.2に よりPが Gと 一致していることを示してい
るので、第二式は

〃G:OC=2:1              (1.2.2)

と書き換えられる。                         □

・Ｃ

・Ｃ
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1.3 外心、重心、垂心 とオイラー円

以下、特に断らない限り、三角形 ABCの外接円をも とする。
定理 1.3.1 任意の三角形 ABCに ついて、以下が成り立つ。
(1)A“ に関して″と対称な点はも上にある。

(2)Aヵ に関して〃と対称な点はκ。上にある。

A′

証明 (1)0に関してスと対称な点を A′ とすれば、″ は明らかにも上に
ある。ここで三角形ス″A′ とOA“〃 は相似で、相似比は2:1なので、A′ は
ス
“
に関して″ と対称である。

(2)角 A″の とε″Aん は等しいので、直角三角形ス″Cヵ とε″Aヵ は相似であ

る。他方、直線ん4λ が絶 と改めて交わる点をA″ とすれば、角 BAA′
′とBOダ

は同一の]l瓜に対する円周角として等しいので、直角三角形A″cと OrAλ も
相似である。ここで、三角形 C″Aヵ と0“Aヵ は辺 CAλ を共有するので合同、
従って〃れ =A′

′スヵとなる。                     □

定理 1.3.2 任意の三角形ABCにおいて、A″ ,

・Ｃ

A″ ,3″ ,3た ,C“ ,Cみ は同一円周上にある。

証明 点を表す文字の対称性を考慮すれば、定
理 1.3.1の A′ ,A″ に加え、

(3)B“ に関する″の対称点 B′

(4)Bλ に関する〃の対称点 B′
′

(5)C“ に関する″の対称点 C′

(6)の に関する″の対称点 C′
′

はいずれもち上にある。いま、″を中心とする

変倍率 0.5の相似変換をγたとすれば、以上の結

果は、A″ ,Aλ ,3“ ,3λ ,C“ ,cの各点がそれぞれ、
も上の点 A′ ,ス

′′
,3′ ,B″ ,C′ ,C′

′の %ヵ による像

であり、従って、もの賀たによる像貿″(κ。)の上にあることを示している。

ここで、
"ヵ

(ち)は円と相似な図形、すなわち円で、その半径は元の円κ。の

半径の0.5倍、中心はちの中心 θの資たによる像
`″

ヵ(0)、 すなわち線分″0
の中点である。                           □

`|●

■
.
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定理 1.3.2で述べられた、A“ ,Aλ ,3れ,3み ,C“,cを通る円を、三角形ABC
のオイラー円という。以下、特に断らない限り、オイラー円をれ、その中心

をEと する。
定理 1.3.3 任意の三角形 ABCに おいて、

OG:GE:E″ =2:1:3    (1.3.1)
が成り立つ。

証明 線分ん甥,3Bれ,CC“ に注目すれば、定
理 1.1.2に より、花は中心α 変倍率 -0.5の相

似変換資gに よるもの像とも解釈され、従って、

Gは線分 OEを 2:1に 内分する。このことと、E
が線分″0の中点であることを考慮すれば、結
論を得る。              □

再び中心″の相似変換πみに戻 り、線分 A〃 ,
B〃,C″ の中点をそれぞれズ,D,ご とすれば、これらはそれぞれ、も上の点A,
3,Cの 貿みによる像なので、全て々の上にある。
以上述べられた、三角形ABCにおけるオイラー円々の性質を、改めて整
理する。

B

(1)各辺の中点 A“ ,3れ ,C“ を全て含む。
(2)各頂点から対辺に下ろした垂線の足 Aみ,3た,cを全て含む。
(3)垂心と各頂点を結ぶ線分の中点′,D,0を全て含む。
(4)半径は外接円もの半径のO.5倍である。
(5)中心 Eについて、OG:GE:E〃 =2:1:3。

上述の (1)か ら(3)ま での性質により、れを三角形 ABCの九点円ともいう。
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1.4 内心、傍心の作図

定理 1.4.1 任意の三角形 ABCに おいて、三つの頂点の内角の二等分線は
一点で交わる。

証明 頂点 A,3.Cの内角の二等分線をそれ
ぞれ′α,7ら ,′cと する。′ι上の任意の点は二辺βC
CAか ら等距離である。同じく、′ご上の任意の点
は二辺 cA,ABか ら等距離である。ゆえに、′みと
′cの交点を fと すれば、rは AB,CAか ら等距離
で、74の Lに ある。            □

rか らBc CA,ABに 下ろした垂線の足をそれ
ぞれ A,,島,cと すれば、

C

fAj=IB′ =ICj

なので、アは三点ん,島 ,Ciを通る円の中心である。円 Ai3′ C′ を三角形 ABCの
内接円、点 Iを 三角形 ABCの 内心という。
定理 1.4.2 任意の三角形 ABCに おいて、任意の一つの頂点の内角の二等
分線は、それ以外の二つの頂点の外角の二等分線と一点で交わる。

B′θ

証明 定理 141の証明における′α,ら ,7ε に加え、頂点 A,3,Cの外角の二
等分線をそれぞれ″2′ ,″7b,性 とする。″tι 上の任意の点は二辺 Bc,cAか ら等
距離である。同じく、″σ_Lの任意の点は二辺 CA,A3か ら等距離である。ゆ

"

B
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えに、″lbと
“
εの交点をん とすれば、ち はAB,CAか ら等距離で、′αの上に

ある。

性 と″αの交点 為 がら上にあること、″,α と
“
らの交点 Jε が与上にあるこ

とも、同様に示される。                       □

為 からBC,CA,ABに下ろした垂線の足をそれぞれ A,α ,B′α,C′αとすれば、

みAヵ =島 B″ =為 Cヵ

なので、ん は三点 Aル Bノα,Cル を通る円の中心である。tt A″ B′αCノαを頂点 A
に対する三角形 ABCの傍接円、点 為 を頂点 Aに対する三角形 ABCの傍心と
いう。

同様に、み を頂点 Bに対する傍心、島 を頂点 Cに対する傍心という。
定理 1.4.3 任意の三角形 ABcに おいて、三個の傍心を頂点とする三角形
島為ら の垂心は、三角形 ABCの 内心と一致する。
証明 定理 1.4.1と 定理 14.2に おける′α,ら ,′ごと″α,7"ゎ ,れεについて、後者
は三角形 九為ムの三辺であり、前者はこの三角形のそれぞれの頂点から対辺

に下ろした垂線である。                       □

1.5 内接円、傍接円の性質

以下、特に断らない限り、三角形 ABCの 内心を I、 内接円をκjと する。ま
た、頂点 A,3,Cに 対する傍心をそれぞれ島,ち,島 とし、各傍心を中心とす
る傍接円をそれぞれ勺α,κル,角εとする。内心や傍心から各辺に下ろした垂線
の足は、定理 1.4.1や定理 142の 図の通りとする。最後に、辺 BC,CA,ABの
長さをそれぞれα,b,6と し、s=(α 十ら+6)/2と おく。

定理 1.5。 1 任意の三角形 ABCに おいて、内
心 Iか ら三辺に下ろした垂線の足 A,,B:,C′ につ

いて、

ABj=AC′ =s― α

BCj=BAj=s― わ

CA′ =CB′ =s-6

(1.5.1)

が成 り立つ。

証明  A3,=Ac=χ , BC,=BA′ =)・ CA,=
σB,=て とおけば

BAr+CAi= BC, CBi+ABi= CA, ACi+ BCi = AB

_y-+Z=a, Z+x=b, ,r+l/-c
すなわち
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この三式を辺々足せば 2(χ +y+ぇ )=α +b+ε、すなわちχ+y十 そ=Sと なり、

χ=(χ +y十 そ)一 (y+そ)=S― α

y=(■ +y十 て)一 (そ +χ)=s― b

そ=(χ +y+そ )― (χ +y)=S― C

として結論 を得 る。                         □

定理 1.5。2 任意の三角形 ABCに おいて、傍心 島 か ら辺 BCに 下ろした垂
線の足 Aヵ、傍心 ら から辺 Cス に下ろした垂線の足 Bか 傍心 ら か ら辺 ABに
下ろした垂線の足 Cプcに ついて、

BAノα=S~C' CIAノ α=S― b

CB′b=S~α' ABノわ=S~C           (1・ 5.2)

ACた =S― b, 30c=S― α

が成 り立つ。

B′α

み

証明 最初の二式について、

AC′α+Attα =(AB+BC′α)十 (AC+CB′α)

=(A3+BAμ )+(AC+CИ′α)

=IRAブα+CAμ )十 AB+AC

=α +わ +ε =2s
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すなわちACプa=ABμ =sなので、

BA′α=BC′α=ACプα~AB=s― ε
CA″ =CB″ =ABブα~AC=s― b

として結論を得る。残 りの四式も同様 に求め られる。

1.6 内接円、傍接円とオイラー円

定理 1丘1 任意の三角形ABCに おいて、内接円κjと二つの傍接円κ″,κル,
狩εは全て、オイラー円れに接する。

勺c

定理 1.6.1は 発見者 Km Wilhelm Feuettχ h(1800-1834)の 名前に因んで、
「フォイエルバッハの定理」と呼ばれる。定理の内容の単純明快な美しさに比
べ、証明は一般に困難であるが、ここでは「円に関する反転」という技法に

よる鮮やかな証明を紹介する。

定義  物 を中心 0、 半径 rの円とする。
いま、も と同じ平面上の任意の点 Xと 、0
を起点とする半直線 OX上の点 yが

οx.οy=r2     (1.6.1)

という条件を満たすとする。このとき、Xを
yに移す操作を、円 0に関するXの反転と

■

為

=乃
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いう。また、yを 反転による Xの像という。yが Xの像であるとき、Xは y

の像でもある。
「反転」という名称は、この操作により、ちの内部の点が外部に、外部の

点が内部に移されることに由来する。κ。の円周上の点は、反転により元の位

置に留まる。任意の点は、反転の二度の操作により、元の位置に戻る。

以下、上記のκ。に関する反転の、二つの例を取 り上げる。例 1.6.1で は直

線が円に移され、例 1.6.2で は円がそれ自体に移される。

例 1.6。 1 もの中心 0を通る円κが、も と
点 A,Bで交わるとする。いま、直線 AB上の
任意の点Xに対し、0を起点とする半直線 OX
が、点 yにおいて再びκと交わるとする。こ

のときyは、もに関する反転によるXの像で
ある。

実際、三角形 Ocxと OyDは相似なので
Oc:Ox=Oy:OD、 よって OX・ Oy=θ (7・OD
である。また、三角形 OACと ODAは相似な

例 1.`。2 ちが円κと点ん Bで交わり、交
点における二つの円の接線が互いに垂直に交

わるとする。いま、κ上の任意の点 Xに対し、
0を起点とする半直線 OXが、点 yにおいて
再びκと交わるとする。このときyは、もに

関する反転によるXの像である。
実際、円κに対する点 0の方べきを考えれ
ば、οx.οy=οA2=′ となる。
以上の予備考察を踏まえ、ここから実際に、

フォイエルバッハの定理を証明する。

証明 内接円κ,と傍接円の一つκ″について考察する°κノα'島 'A′αはそれぞ
れ｀κノ'J・

A'と 略記する。

わ=σ の場合、κ′とκプが辺 BCの中点 A′″においてκごと接するのは明らか
なので、わ>`と 仮定する。
頂点 Aの内角の二等分線 A〃 に関して B,Cと 対称な点を、それぞれβ

′
,C′

とする。二直線 ArJ,Bc B′ C′ は一点で交わるので、この交点をκとする。

θ C
ヽ
ヽ

＼ ´／

／
Ｘ

Ｃ

ヽ

ヽ
′
′
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ので OA:Oε =OD:θ A、 よって OC・ OD=042=r2で ある。 ゆえに
οx.θ y=″2が成 り立つ。
いま、yが κ上で 0に 限りなく近づくと、Xは直線 AB上で、線分 ABの 中
点 Cか ら限りなく遠ぎかっていく。このことから、直線 ABの上下双方向の

無限遠の距離に、ABと 平行な別の直線 (0に おけるκの接線など)と の交点
として、ある一つの点 (A3)∞ (AB上の無限遠点)が存在し、この点が反転に
より、反転の中心 0に移されると解釈する。
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Bc-3ス j― CA

49

r,Jか ら3′ C′ に下ろした垂線の足をA:,A;とすれば、B′ C′ は明らかに、Af

においてκ:に接し、A;においてりに接する。

線分 A,Aプ を直径とする円をも とする。定理 1.5.1と 定理 1.5.2に よりBA′ =
cAブ =s― らなので、κの半径は

α-2(s― b) わ―θ
2             2        2

また、ん と Aプ は A″ に関 して対称なので、κ
`そ

の中心は A″ である。

(1.6.2)

C

いま、円%に関する反転をFと する。以下、Fに より
[A]直線 B′ C′ はオイラー円%に移され、
[B]内接円κjは

`自
体に、傍接円κノは桁自体に移される

ことを、順次確かめていく。

[A]直線 F(〕
′とオイラー円κ′について。B′ C′ とA″B“ との交点を

'とし、A″σ″との交点をごとする。三角形 A“DKと Bc′κ、A“OKと cβ
′Kはそ

れぞれ相似なので

A″D:A″K=Bc′ :Bκ, A“ご :A″κ =CB′ iCκ

すなわち
p′ ′`

A″D=:iう
F・
A″κ, A初 (〕 Ｋ

″Ａ
Ｆ

一Ｋ

σ

一Ｃ

Bσ =CB′ =AC― AB=わ 一θ
ここで
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点 Kは頂点Aの内角の二等分線上にあり、辺 BCを ε:ら に内分するので

このとき

なので

′あBK=島 ,Cκ =蔵

A″κ =A″ B― BK=:一
万::7=::;‐三13

A,,2D=ψ _ε).生上f

`7ε

^       
ム l^

A“ε=(わ―C)等

″rb_θ)_壁 ε)2
三二 __二 _ ,ι
2(b+θ,    ―

 、,勇,み _θ)_生 6)2
うおケ軍→

`~2bよって

ス″B″ A“D=響ギ =1午 )2
～  ´ψ   ヽ ~/     /1“ ヽ

ス滋c“ .A/=響ヂ=(≒≠)2  ~ノ
を得る。(1.6.3)は (1.6.1)と (1.6.2)に よれば、Fに より、直線 B′ c′ 上の点Dと
0がそれぞれ、オイラー円機の円周上の点 B“ とC″ に移されることを示して
いる。更に、κ′は反転の基準円καの中心A″ を通るが、例■6.1に よれば、こ

のときA“ は、直線 B′ C′ 上の無限遠点 (3′ C′ )∞ のFに よる像なのだった。こ
うしてJに より、B′ C′ を定める三点 (B℃

′
)∞ ,D,0がそれぞれ、花を定める三

点A″,3“ ,C“ に対応付けられるので、β
′
C′ 上の任意の点はJに より、機上の

いずれかの点に移される。

[B]内接円κ,と傍接円κプについて。点Ajに おいて、杓の接線 A,Aノ と亀
の接線A,Iは垂直に交わる。また、点 Aプ において、角の接線スメ,と καの接

線Aノ は垂直に交わる。よって例 1.6.2で述べたように、′により、κ,上の任
意の点は4自体の上のいずれかの点に、桁上の任意の点はり自体の上のいず
れかの点に移される。

[A]と [B]か ら、次の結論が導かれる。すなわちFに より、B′ C′ とκ′の共
通部分はκ′とκjの共通部分に移され、B′ C′ と狩の共通部分はκθとりの共通

部分に移される。いま、B′ C′ とκ:は Afで接するので、絶とκ′はJに よるA:
の像場で接する。また、″C′ と桁はA;で接するので、κιとκ′はJに よる
A;の像乃で接する。                      □
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2 ピタゴラス数からフェルマーの定理ヘ

51

整数論分野では、こちらも高校数学で触れられるピタゴラス数 (三平方の

定理を満たす三個の自然数の組)を網羅的に見出す公式を探求し、その自然
な展開として、解決に三世紀半以上もの歳月を要した、数学史上最高難度の

問題 「フェルマーの定理」のあらましを知ることを目標 とする。

2.1 既約 ピタゴラス数

三平方の定理 (ピタゴラスの定理)に よれば、任意の直角三角形において、
αとわを直角を挟む二辺の長さ、cを 斜辺の長さとして、

α
2+ゎ2=c2            (2.1.1)

が成 り立つ。(2■ 1)を満たす三個の自然数の組 (α ,わ ,c)を ピタゴラス数という。

ここで最初に探求する「ピタゴラス数は

無数に存在するか」という問いに対する答

えは、ある意味自明である。例えば右図の

ように、直角を挟む二辺の長さが 3と 4の

直角三角形において、斜辺の長さは 5で、

32+42=52    (2.1.2)

すなわち 9+16=25が成 り立つ。このピタ
ゴラス数 (3,4,5)に ついて、その各数を整数

倍した任意の

(3た,4た ,5た ) (た >1は重墾数)

を考えると、

(3た)2+(4た)2=(5た)2 すなわち (32+42)′ =52た
2

は両辺をた2≠ 0で割ることで、(2.1.2)に 帰着する。このような興味を欠く例
を避けるために、以下、考察の対象は、α,ら,6が互いに素である場合、すなわ
ち、これら三個の数が既約で、その最大公約数が 1である場合に限ることに

する。

定理 2.1。1(α ,ら ,θ)が既約ピタゴラス数として (2.1.1)を 満たすとき、左辺
のαとわのうち一方は偶数であり、他方は奇数である。また、右辺の 6は奇
数である。

証明 αとみを共に偶数と仮定すれば、(2.1.1)の左辺は偶数なのでε2が偶
数、従ってεも偶数となるが、これはα,ら,cが既約という前提に反する。
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αとわを共に奇数 と仮定すれば、適当な整数 χと)に よりθ=2χ +1,b=2ν +1

と表 される。 この とき

α
2+ゎ2=(2χ +1)2+(2),+1)2=2(2χ2+ゲ +2χ +2)+1)

なので、cは偶数である。適当な整数 そによりε=2て と表すと

(2χ +1)2+(2)+1)2=(2そ )2

両辺を 2で割 って整理すると

2(χ
2_+y21_χ _+y)+1=:2′

すなわち左辺は奇数、右辺は偶数となり、矛盾を生じる。

ゆえにαとらのうち一方は偶数であり、他方は奇数である。このときσ
2は

奇数なので、cも奇数である。                    □

考察の対象となるピタゴラス数 (クル,c)の満たすべき条件を、ここで改めて

整理する。

(1)α
2+b2=ε2を 満たす。

(2)α ,わ ,6.は互いに素である。

(3)α は奇数、らは偶数である。

2.2 ピタゴラス数の生成

定理 2.2.1 任意の既約ピタゴラス数 (αル,c)について、θ+ら とε―らは互

いに素で、共に奇数の二乗である。

証明  (2.1.1)は
α2=c2_ら2=(6+b)(θ ―b)        (2.2.1)

と書き直される。いま、グをε十らと6-ら の公約数とすれば、

(ε +ら)+(6-b)=26, (θ +b)― (6-b)=2ι

は共にグで割り切れるが、わとεは互いに素なので、′は2か 1でなくてはな

らない。ところが″=2な らば、(2.2.1)に おいてα2は 4の倍数、よってαは
偶数となり、αが奇数という前提と矛盾する。よって″=1と なり、6+あ と
ε―らは互いに素である。

このとき、(2.2.1)で述べられるように (ε +b)(ι ―b)が奇数の二乗になるに

は、ε+み とc― らがそれぞれ、それ自体奇数の二乗でなくてはならない。 □
定理 2.2.2 既約ピタゴラス数 (α ,ら ,c)は、互いに素である奇数 sと す(s>
′≧1)に より、

α s b=写 ε=写   (222)
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として与えられる。

証明 定理 2■ 2に より

c+ゎ =s2, ε_b=′
2

これを (221)に代入し、或いはわとεについて解いて結論を得る。
例 2.2.1 .ゞ ≦23で (2.2.2)を 適用 した結果を示す。
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定理 2.2.3 既約ピタゴラス数は無数に存在する。

証明 定理 2.2.2に おいて、s>′ ≧1を満たす互いに素な奇数の組 (S,′)は
無数に存在する。                          □
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2.3 ピタゴラス数 と円周上の点

(2.2.1)に おいて、α
2+ゎ2=θ2の両辺をε2≠ 0で割ると

α

(
〓

，θ

一
ε

＋ (2.3.1)

(2.3.2)

なので、有理数の組 (α /εψ /6)は方程式

χ
2+v2=1

の解である。すなわち、η座標で (α /6,ι /6)と表される平面上の点は、同じ

座標系で (2.3.2)の 表す単位円κ (座標原点が中心で半径 1の 円)の円周上に
ある。本節では図形の解釈としてピタゴラス数を見出す方法を考察する。

任意の有理数クに対し、κ上の点P(-1,0)を

通り傾きがクである直線をえとすれば、えを表

す方程式は

y=2(χ +1)        (2.3.3)

である。いま、点 2に おいて、えが再びκと
交わるとする。(2.3.2)と (2.3.3)を 連立方程式

として解けば、2の座標が求められる。二つ
の方程式からンを消去、整理すると

(ク

2+1)χ2+2み +(ク2_1)=0

P

この方程式はχ=-1を解に持つので、両辺をχ+1で割って

(22+1)計 (ク
2_1)=0す なわち χ=影

このとき (2.3.3)に より

rl_α2  、
l―
―
二 ■ ll

、1+92・
^ノ

2ク

l+qz

いま、クは有理数なので、適当な整数″とれによリク=れ /れ と表される。よっ

て 2の座標は

y=ク

(r,)) =
1_(4/“)2  2(4/“ ) m2 - n2 2mn ヽ /

り=t1+(4/″)2'1+(4/“)2 ′702+れ 2'“2+れ 2( )

となり、(2.3.1)と (2.3.4)を 比べることで、次の定理を得る。

(2.3.4)
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定理 2.3.1 ピタゴラス数 (α ,ら ,c)は、適当な整数″とれにより、

α=“
2_κ2, b=2“れ, ε=“

2+れ 2

777

(2.3.5)

として与えられる。

(2.3.5)で与えられるピタゴラス数が既約であるためには、更に次の条件が

満たされなくてはならない。

(1)″ とんは互いに素である。

(2)″ とれのうち、一方は偶数、他方は奇数である。

例 2.3.1 ″≦16で (2.3.5)を 適用した結果を示す。
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2.4 平方数の和となる素数

最初に定理 2.1.1で示したように、

α
2+ゎ2=c2

を満たすピタゴラス数 (θル,6)の うち、右辺のεは常に奇数である。一般に奇

数は、4を法として (すなわち 4で割った余 りが 1で あるか 3で あるかに応じ
て )、 大きく二つに分類される。

[A]4を法として 1に合同な奇数 (1,5,9,13,_)
[B]4を 法として 3に合同な奇数 (3,7,11,15,_)
いま、ビタゴラス数を求めるための二つの方法の実例、例 2.2.1と 例 2.3.1の

いずれにおいても、

c=5,13,17,25,29,... = 1 (mod4)

という結果であり、εはすべて分類 [A]に属しているように思われる。以下、

cの性質を更に詳しく知るために、どのような数が平方数の和になるのかを問

うが、本節では第一段階として、素数の場合に焦点を当てる。素数のうち 2は

2=12+12

と表されるので、ここからは奇素数 (奇数の素数)を考察の対象とする。
定理 2.4.1 奇素数′が平方数の和

′=α
2+b2

として表されるならば、′は4を法として 1に合同である。

証明 α,ら の偶奇が一致すれば、′は明らかに偶数なので、αを奇数、わを
偶数とする。このときα,bは整数α,β によりα=2α +1,ら =2β と表される
ので、

′=(2α +1)2+(γ )2=4(α
2+β2+α
)+1

となる。

定理 2.4.2 奇素数 ′が 4を 法 として 1に合同ならば、

′=α
2+ゎ 2

(2.4.1)

を満たすような整数α,ι が存在する。

証明 考察の出発点として、古典的な数論における中核を成す命題、平方
剰余の相互法則の一部を補題とする。補題の証明は本講義の範囲を逸脱する

ので割愛する。
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補題 奇素数′が 4を法として 1に合同である場合、またその場合に限り、

α2=_1(mOd″ )

となるような整数 αが存在する。

例 2.4.1 補題の合同式は、α2+12が ′で割 り切れることを意味する。例
えば′=5の場合

22+12=5=1× 5, 32+12=10=2× 5

ρ=13の場合

52+12=26=2× 13, 82+12=65=5× 13

′=17の場合

41+12=17=1× 17, 132+12=170=10× 17

′=29の 場合

121+12=145=5× 29,  172+12=290:=10× 29

など。他方、ρ=3,7,11,19,23,一 の場合、与えられた条件 を満たす整数 αは

存在 しない。

補題は与えられた P≡ 1(mod 4)に 対 し、

α
2+b2=た

′                      (2.4.2)

となるような整数 α,わ ,た が存在することを示 している (補題の場合は b=1)。

以下、これ らの数か ら

α
′2+b′ 2=た′

f‐

, (た
′
<た)                  (2.4.3)

となるような整数 α
′
,わ
′
,た
′
を導 く、降下法 と呼ばれる手続 きを示す。

1.

{

α ≡ α

β=ら
(n■Odた),

ル          ク
ーー <`γ _「<―
2~~'「

…
2

となるような整数α,β を求める。

2.α2+β 2≡ α2+b2=0(modた )なので、

α2+β2=たた′

となるような整数た′が存在する。

′々=二_望lく 1壁塑 l=生
た   ~      2       2

なので、た
′<た である。
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3.α2+b2と α2+β2の積を考える。定義により

("2+bz)("'*B')-*k'p
である一方、

(α

2+′
)(α

2+β2)=(αα+照)2+(ィ _ヵ)2

は恒等式、ゆえに

(aα +ゎlβ)2+(αβ_ゎα)2=た
2た′
′

が成り立つ。

4.αα+わ
lβ
≡αα+bb=`72+b2=0, αlβ _ια≡αb_bα =0(111。dた)な C)‐で、

′  `7α +わβ  l′   αβ一らα
α =~~T~~,θ =~~下 ~~

κ             κ

となるような整数 α
′
,わ
′が存在する。このとき (たα

′
)2+(筋
′
)2=た

2た′
ρ、

従って式 (2.4.3):

`7′

2+ゎ′2=た′
f, (た
′
くた)

を得る。

た′=1な らば、式 (2.4.1)が成り立っていることになる。た
′≧2な らば、α′,

ら′,た
′をそれぞれα,ら ,た と読み替えて、同じ手続きを繰り返せばよい。  □
例 2.4。2 例 2.4.1で挙げた

122+12=5× 29

に、降下法の手続きを適用してみる。12=2,1≡ 1(mod 5)よ り

22+12=5× 1

よって

(122+12)(22+12)=52× 1× 29

他方

(122+12)(22+12)=(12× 2+1× 1)2+(12× 1-1× 2)2

=252+102=(5× 5)2+(5× 2)2

ゆえに (5× 5)2+(5× 2)2=52× 1× 29、 すなわち

52+22=29

を得る。

(2.4.4)

(2.4.5)
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2.5 平方数の和となる合成数

定理 2.5。1 整数れが整数たとr個の相異なる素数ρl,_,ル により

″=た
2′
1′ 2・ …′″

と分解されるとき、これらの素数がすべて、2に等しいか、4を法として 1に

合同であれば、れは平方数の和として表される。

証明 前節における考察によれば、「素数 ′が平方数の和 α2+b2と して表
される」ことは、「素数′が 2に等しいか、4を法として 1に合同である」こ

とと同値である。いま、与えられた″個の素数がこれらの条件を満たすとし、
このうち′ぉ均 (1≦ J≠ ブ≦′)がそれぞれ

′′=α′+b′ ' ρノ=αノ +ιノ

と表されるとすれば、命題 2.4.2の 証明における降下法で用いられた恒等式に

より、積 ′′ρノも平方数の和 として

′′′′=(α,2+b,2)(αノ
2+ゎ
′
2)

=(α 7αノ+♭μり)2+(αあ―♭/り )2

と表 される。この新たな平方数の利は、別の素数 ′々 =α々
2+ゎ
た
2と
共に、更に

新たな平方数の和 を生成する。 こうして素数の積 ′1′ 2・・・′rは最終的に平方

数の和 α
2+b2と して表 されるので、れは

れ=(たα)2+(たゎ)2

と表 される。                            □

例 2.5。1 1885=5× 13× 29の 素因数 5,13,29は すべて 4を 法 として 1に
合同なので、 1885は平方数の和 として表 される。

5× 13=(12+22)(22+32)=(2+6)2+(3-4)2=82+12

または

5× 13=(22+11)(22+32)=(4+3)2+(6-2)2=72+42

5× 13=82+12か ら

5× 13× 29=(82+12)(22+52)=(16+5)2+(40-2)2=212+382

または

5× 13× 29=(12+82)(22+52)=(2+40)2+(5-16)2=422+112

59
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5× 13=72+42か ら

5 x 13 x zg =(i2 ++2)(22 *s')= l4+20)z + (35 - 8)2 =312 +212

または

5 x 13 x ZO = (+2 + t2)(22 * s') = (8 + 35)2 + (.20 - tl)2 = 432 * 6z

このように、 1885は平方数の和 として

1885=112+422=212+382=272+342=432+62

と表される。

改めてピタゴラス数 (αヵ,ε )に 立ち返る。

定理 2.5.2 ビタゴラス数 (αヵ.6)の では、4を 法として 1と 合同な素数の積、

(素数が一つだけの場合も含む)である。
証明 定理 2.2.2に よれば、(α ,わ ,c)は互いに素であるような二つの奇数 ∫>
′≧1に より

s2_r2    .ゞ 2+r2
α=Sr' ク=~~ア~~' C=~~~万 ~~

として生成されるのだった。このとき平方数の和 s2+r2は 2cに 等 しいので、

定理 2.5.1に より、ιは 4を法として 1と 合同な素数の積である。     □
例 2.5.2 ε=1885=5× 13× 29と なるようなピタゴラス数 (α ,ら ,6)を 求
める。

[1]ι =1885=112+422か ら

2× 1885=(12+12)(112+422)=(11+42)2+(42-11)2=532+312

なので

α=53)く 31:=1643, わ=:三11-=-111=:924

[2]ε =1885=212+382か ら

2× 1885=(12+12)(212+382)=(21+38)2+(38-21)2=592+172

なので

α:=59〉く17:=1003, b=一二21三11三二=1596

[3] ε=1885=272+342か ら

2× 1885=(12+12)(272+342)=(27+34)2+(34-27)2=612+72
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なので

α=61× 7=‐ 427,

[4]ε =1885=432+62か ら

なので

α:=49× 37=1813,

以上により、求めるピタゴラス数は

(427,1836,1885),

(1643,924,1885),

612_72  _
あ― _-1父 Rムυ~   2   ~・

'`υ
υ

492_372  ～.´
り=――
巧
――― =D10

2x 1885 =(tz +t'?)(+22 +e2)=1a3+6)2 +(6_ 43)2 =492 +372

(1003,1596,1885),

(1813,516,1885)

である。

2.6 フェルマーの定理

これまで見てきた通り、方程式

χ
2+y2==2

の整数解 は無数 に存在す る。 これ に対 し、れを 2よ り大 きい整数 として、

χ
″
十ッ
″
=〔
η

の整数解は (χ =て,),=0の ような自明な解を除いて)存在するのか。
微積分の先駆となる業績を残すなど、卓越 した数学者でもあったフランス

の法律家 Piere dc Fcrmat(1601-1665)は、蔵書の余白に「(そのような数が存

在しないことについて)私 は実に驚くべき証明を発見したが、余白が狭くて
収め切れない」と記した。フェルマーによる証明は、今日なお見出されてい

ない。

数学の知識を特段必要としない内容の単純さに関わらず、フェルマーの間

題は後世の優れた数学者たちの挑戦を退け続け、完全な解決はフェルマーの

死後、三世紀以上も後の 1995年、イギリスの数学者 Andrcw Wilcsに よって

初めて与えられた。

最先端の現代数学に基づくワイルズの証明は、本講義の範囲を遥かに逸脱す

る。ここでは本章における探求の集大成として、フェルマー自身によるん=4
の場合の証明を、現代風の語法に翻訳して紹介する。なお、以下の命題では〔
の指数が2になっているが、そが平方数ζ

2に等しければ、方程式は.4+y4=ど
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と書かれるので、ここでは本来のフェルマーの定理よりも、より強い主張が

為されていることになる。

定理 2.6.1 方程式
χ4+)4=そ2            (2.6.1)

の整数解は存在しない。

証明 与えられた方程式が正の整数解 αO,る ,ZO)を 持つと仮定し、降下法
により矛盾を導く。

α=x02,ゎ =702,c=zOと ぉけば (αψ,c)は ピタゴラス数なので、

為 α s x02ゎ ■■1ろ ε二上二

となるような、互いに素な二つの奇数 s>′ ≧1が存在する。

為
2=α は奇数の平方数なので∫′=1(mod 4)、 従って sと ′は4を 法とし

て、共に 1に合同か、共に 3に合同か、いずれにせよ s≡ ′(mod 4)で 、s― ′

は4で割り切れる。
2均 2=s2_′2=(s_′ )(s+r)に ついては、sと rが互いに素な奇数なので、
s― ′とs+rの最大公約数は2である。.,一 ′は4で割り切れるので、s十 ′は奇

数の 2倍 となる。また s― ′とs+′ の積は平方数の 2倍である。以上の条件が

成り立つには、互いに素な二つの奇数
“
,ッ が存在して

{:T:二 :::  
すなわち
 {j二

=fi∫∫i2
が成 り立たな くてはならない。 このとき X02=sr=_4“ 2+ν 2、 すなわち

ス「()2+4夕
4=ν 4

α′=χO,わ
′
=2“
2,c′
=ッ
2と ぉけば、(α

′
,b′ ,ε
′
)は ピタゴラス数なので、

為 α  2“ ′一三‐二三 ッ 三上二
となるような、互いに素な二つの奇数 s′ >′

′
≧1が存在する。

4“
2=s′2_/2=(s′ _〆

)(s′ +/)に ついて、 s′ と r′ が互いに素な奇数なので、

s′ ―′′と s′ 十′
′の最大公約数は 2である。また s′ ―′

′と s′ 十′′の積は平方数で

ある。以上の条件が成 り立つには、互いに素な二つの奇数為 ,ylが存在して

fSI~′|=I11:  すなわち f
tS+r=Zχ l~       k

s'=Xt2+Yt2
t'=-XtZ+Yt2

が成り立たなくてはならない。このとき

ッ
2 =三_三1=L:上三11:+(Xl:上:【:正 =x
2                2

1+71
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なので、Zl=ッ とおけば、に1,yl,Zl)も また、方程式 (2.6.1)の 整数解となる。

元の解 αO,恥 ,る)と、そこから派生した新たな解 (χl,71,Zl)を比較すると、

Zn=‐ il二」1:=(l【ifLl:112i」 L」|[:三l【ijl111)i=4夕 4+ッ4=:4“4+z14。
     2               2                            '

で、明 らかに ZO>Zlで ある。
同様の理由で、任意の自然数 た=1,2,_に対 し、方程式 (2.6■ )の正の整数
解 αた,れ ,る )か らは別の正の整数解 (為 +1,4+1,及 +1)が導かれ、

ZO>Zl>Z2>… >Zた >Zた■1>…

という無限の系列が生じることになるが、これは方程式の解がすべて正の整

数であるという前提と矛盾する。                   □
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