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Rep16sentation

de la G6om6ffte non-euclidienne
par un Moddle h6misph6rique

Eishi Kurrra

1 Projection sph6rique

D6finition L.L. Soit o une sphbre unit6 de centre O. Soit P un point flxe

n'appartenant pas h o. Quand on joint P iLun point mobile X sur r et d6signe X'
1'autre point d'intersection que X de la droite (PX) avec c, on appelle projection

sphdrique de centre P l'application flp : a r r qui associe X A X', et proietd de

X,l' image X' de X par flp. Quand (PX) est tangente d, a et X, on considdre que

flp associe X e X lui-m0me.

D6finition L.2. Soient A, B, C, D quatre points quelconques. Soient ylarat-
son ACIBC de la distance de AiL C e cele de B d,C, et d la raisonADlBD dela
distance de A iL D iL celle de B iL D. Alors on appelle raison composde de C et D
relativement h A et B laraison de y h 5 :

(E)n notera cette raison colnpos6e

lAB, CD).

Th6orbme 1..1. IIp conserve la raison compos6e de tous quatre points sur o.
D6monstration. Soient A, B, C, D quatre points sur o, etA', B', C', D'leurs

projet6s respectifs par flp. On d6montrera que lA'B', C'D'l - lAB, CDl, c'est-

dire
A′σ
′ A′ D′  AC AD

BDB′ C′  B′ D′  BC
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I1 en r6sulte

(PA/PC′ )。 A′ C′ (P3/PD′ )・ B′ D′  A′ C′  B′ D′

(PB/PC′ )・ B′ C′ (PA/PD′ )。 A′ D′  B′ σ
′
A′ D′
°

Th6orbme 1.2. Les deux conditions suivantes sont 6quivalentes :

(a) Quatre points A, B, C, D sont cocycliques;
(b) Ils v6rifient : lAD, BCI + lAB, DC7 - 1.

D6monstration. D'abord on suppose (a) pour prouver l'6galit6 de (a) :

A, A' , C, C' sont tous sur f intersection du plan (PAC) avec o, c'est-i-dire sur un
certain cercle. D'ot : PA - PA' = PC . PC' et, les triangle PAC et PC'A' 6tant
semblables, on a :

AC - 
PA .A'c'.
PC'

Pareillement :

BC=券 ・BC BD=齢 ・BD AD=券 ・AD
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ou autrellllent

ABoCD+AD・ BC=AC・ 3D。
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sOit E le pOint sur la drOite(BD),v6五 nant:∠ACD=∠ BCE.Les angles CAD et
cBE interceptant le Hleine arc CD,les tnangles ACD et BCE sont sel■ blables et

AD/AC=BE/BC;d'0ふ :

ADOBC=AC・ BE.

De ces triangles semblables,on a aussi:AC/BC=DC/ECo En plus:∠ ACB=
∠DCEo Les triangle ABC et DEC sont ttnsi semLblableS et A3/AC=DE/DC;

d'ot:

ABeCD=ACODE.

]EIn additionnant ces deux 6galit6s lncI1lbre a lnernbre,on obtient:

ABeCD+AD・ BC=ACO(BE+DE).         (2)

B, D, E 6tant align6s par d6f,nition, BE + DE = BD; ce qui fait que le membre

droit est 6ga| d AC . BD.

Quant i la proposition : (b) = (a), on d6montrera sa contrepos6e : si A, B, C,

D ne sont pas cocycliques, alors

AB.CD+AD.BC>AC.BD. (3)

tll Quand A, B, C, D sont coplanaires et le quadrangle ABCD est convexe.
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Soit E le point int6rieur h ce quadrangle tel que les triangles ACD et BCE sont

semblables. La discussion du cas pr6c6dent qui conduit i, (2) vaut pour ce cas-li
aussi, tandis que, A, B, C, D n'6tant pas cocycliques par hypothbse et IDBC +
:EBC, B, D, E ne sontpas align6s. Alors dans le trangle BDE, ofl a: BE + DE >
BD; ce qui fait que le membre droit de (2) est strictement sup6rieur dAC'BD.

tII] Quand A, B, C, D sont coplanaires et le quadrangle ABCD est concave.

On pose que le quadrangle est concave au sommet D. Soit D' le point sym6trique

de D parrapport d la droite (AC). Comme dans le cas [I], on a :

AB.CD' + AD' .BC > AC.BD'

(1'6galit6 vaut quand A, B, C, D' sont cocycliques). Par la symdtrte AD' - AD et

C D' - C D, tandis que BD' > BD, D' 6tant de l'autre c6t6 de B par rapport d (AC) ;

ce qui fart que :

AB-CD + AD.BC - AB.CD' + AD' .BC > AC'BD' > AC'BD.

[IIII Quand A, B, C , D sont coplaniares et les c6t6s IAD) et [BC) se croisent.

Soit D' Le point sym6trique de D par rapport i la droite (AC). Alors l'tndgalit6 (3)

vaut pour la m6me raison que dans le cas tII].
tIVl Quand A, B, C, D ne sont pas coplanaires.
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A

sOient A′ ,3′ ,c′ ,D′ les prqet6s OrthOgOnaux respectifs de A,3,C,D sur un plan

quelconque parallё le auX drOiteS(AC)et(BD)cOnS激t mttntenant quC,A′ ,3′ ,C′ ,

D′ 6tant coplanaires:

A′ B′ OC′ D′ +A′ D′ OB′ C′ ≧A′ C′・B′ D′

(1'6galit6 vaut quand A′ ,3′ ,c′ ,D′ sont cocycliques).or la pracction orthogonale

r6duit la longucur de tout segrllent,autant qu'il ne soit pas parallё le au plan sur

lequel il est prqet6;ce qui fait quc:

AB・ CD+AD・ BC>A′ B′ 。C′ D′ +A′ D′・B′ C′ ≧ A′ C′・B′ D′ =AC・ 3D.

□

Th6orё me l。 3。  Le prqet6 de tout cercle sur σ par ΠP est un cercle sur σ.

D)`naonstrationo Soient A,3,(ア trois points distincts sur σo Soitた le cerCle

circOnscrit au triangle ABC。 た,intersection du plan(ABC)avec σ,Se situe sur σ ;

a10rs pOur tOut pOint lnObile x surた ,On a par le th6orё 11■el.2:

[AX,3σ ]+[AB,XC]=1.
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D'autre part,, quand on pose que A', B', C' , X' sont les projet6s respectifs de A, B,

C, D par IIp, on a par le th6ordme 1.1 :

lAX, BCI - IA'X' , B'C'l et lAB, XCI - V' B' , X'C'l

Ainsi :

lA'x' , B'C'l + lA' B' , X'C'f - l;
ce qui signif,e par le th6ordme 1.2 que le lieu de X' est Ie cercle circonscrit au

triangle A' B'C' , projet6 du triangle ABC par IIp. n
D6finition L.3. SoitA un point sur o. Soient cL, cz deux courbes sur a qui se

croisent en A, et tr, t2 les tangentes respectives de c1 et c2 en A. Alors on d6finit
l'angle que font c1 et c2 corlllle celui que font \ ett2enA.

Th6orbme L.4. flp conserve la mesure de tout angle sur o.

D6monstration. On continue i discuter dans le cadre de la d6fitinion 1.3.

Soient A', c'1, c'z les projet6s respectifs de A, cr, c2 par flp. Soient kt, kz les

cercles passant par A' et tangents respectivement d e et d cz en A.
Le plan de kr et celut de k2 contenant tous les deux le centre P de flp, les

projet6s de ces cercles par flp sont eux-m6mes ; ce qui fait que'ils sont tangents

respectivement d c'1 et i ct 2 en At .

En A, c1 et c2 font un mOme angle que celui que font k1 et k2.De m6me, en A' ,

ct 1 et c'2 font un m0me angle que celui que font h et kz.

Orl'angle que font h etk2enAetcelui qu'ils font enA'sont sym6triques par
rapport au plan bissecteur de leur corde commune [AA']. Par cons6quent, l'angle
que font c1 et c2 ar7 A est identique i celui que font ct 1 et ct2 en At . u
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2 vPlan, vdroite et vpoint

D6finition 2.L. Soit I un plan passant par le centr e Ode la sphdre o. Soit e

le cercle qui est f intersection de e avec o. Soit i{ le point d'intersection de a avec

une demi-droite issue de O et perpendiculaire i s'.

On appelle Yplan 1'h6misphdre de a qui contient N (e n'y est pas inclus).

On notera ce vplan i a+.
On appelle Y droite tout demi-cercle k* qui soit f intersection de a * avec un

plan pe{pendiculaire i s.

On appelle v point tout point sur o+.

Remarque 2.1. Conform6ment i la d6finition 1.3, on ddfinit l'vangle que font

deux vdroites comme celui que font leurs tangentes en leur vpoint d'intersection.

Remarque 2.2. Soit P un point sur E. Soient U , V les points de contacts de e

avec ses deux tangentes issues de P. La drorte (OP) 6tant la bissectrice perpendi-

culaire de la corde lUVl, quand on tourfie e autour de (OP), e ddcrtt u, dont o* est

une moiti6, etLUVI, un cercle k, dont k* est une moiti6. La drotte (PT) qui joint
P e un point quelconque 7 sur k* est alors tangente b aa arr I. Quand k passe par

N, on considdre que P est un point e f inflni de s'. On appelle P v p1le de ka, et ka
v polaire de P, par rupport d a *.

D6finitian2.2. On considdre e comme la vdroite i f infini du vplarr c+; U et

V, points d'intersections de k* avec e, comme les vpoints d f infini de Ia vdoite ka.

Autrement dit, on considbre que toute vdroite passant par U ou V est v parallile d

k+.

3  ▽:R、 6■exion

Remarque 3.L. Dans le plan euclidien, la congruence comprend trois sortes

de transformation; la r6flexion, la rotation et la translation, dont les deux dernibres
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peuvent s'exprilner par un produit de plusicurs r6■ exions.

一  Concernant la translation T de vecteurノ43,on llllё nle deux droites quel…

COnque Jl et J2 perpendiCulaireS h la drOite(A3),en telle fa90n que leur

distance soit 6gale a A3/2.lQluand on nonllne Sl et S2 1eS r6■ eXiOnS reS―

peCtiVelnent par rappOrt≧ Jl et J2,On a:T:=S20 Sl・

一  Concernant la rotation iR.de centre θ,d'angle θ,on I1lё rrle deux droites

quelCOnquC Jl etめ paSSant pali θ,Cn telle fa90n que l'angle qu'elleS fOnt

mesure θ/2.Quand on nomme Sl et S2 1eS r6■ eXiOnS reSpeCtiVement par

rappOrt a Jl et J2,On a:R=S20S10

-Soient ABC,A′ B′σ
′deux triangles coplanaires,congrus et distinctso On

d6place ABC,d'abord en A′ BlCl par la translation de vecteur AA′ ,en…

Suite en A′ 32C2par la rOtatiOn de Centre A′ ,d'angle 6galれ ∠31A′ B′・Alors

Ou bien leS triangleS A′ 32C2Ct A′ B′ C′ Se SuperpOSent,Ou bien ilS SOnt

syln6triques par rappo重 ≧la droite(A′ B′ ).Dans le dernier cas,ils se su―

peTOsent par la r6iexion relativement≧ leur cOt6 commun(A′ B′ ).Dans
le plan euclidien,tout d6placcIIlent peut donc s'exprirner par un produit au

ll■axilnuIIl de cinq r6■exions.

wloici une transforination 61611.entaire du▽ plan σ+,qui colHiespond a la r6nexion du

plan euclidien.

D)6inition 3。 1. Soitた+une▽droite sur σ十・SOit P le▽ p61e deた十par rappOrt a

σ+.Alors on appelle▽ rくチ7ιガθ4ptt rappo■ れた+la prqection sph6riquc ΠP au sens
d6ini dans la d6■ nition l.1;▽ re■6t6,lepract6parΠ P entenduc comme▽ r6■ exion.
7rh6orё

=Ele 3。
1.  Lc▽ re■ 6t6de toute▽ droite est une▽ droite。

D6monstration. Par la d6flnition 1.1, une vdroite est un demi-cercle pe{pen-

diculaire d e. Or la projection sph6rique transforme tout cercle sur 6 en un cercle

sur o par le th6orbme 1.3. En plus, elle garde la perpendiculantd par le th6ordme
I.4. Donc le refldte d'un demi-cercle pe{pendiculaire d e est un demi-cercle per-

pendiculare d e. tr

Th6orbme 3.2 . La vr6flexion IIp par rapport d k* a les propri6t6s suivantes :
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(a) Pour tout vpoint 7 sur ka, otr a : IIp(T) - T ;

(b) Pour tout vpoint X on a : (IIp o IIp)(X) = X;
(c) Quand on pose que X' = IIr(X), la vdrotte (XX') est op.tp"ndiculaire i fr+.

D6monstration. (a) On a observ6 dans la remarque 2.2 que la droite (PT)
est tangente d a* enT. Alors, par la d6finition 1.1, le reflltd de T par IIp est lui-
m0me.

(b) Soit 1,, le demi-cercle (XX'). Le plan de l+ contenant P,le vrefl6t6 de l*
par flp est lui-m0me. Par la d6finition L.L, toute s6cante de l* issue de P a deux

points d'intersection X etX', dont l'un a 1'autre pour son image pmlIp. Ainsi :

(IIr o IIp)(X) = IIr(lIr(X)) = IIr (X') - X.

(c) Soit T le point d'intersection de ka et l*. La droite gf) est tangente d

l+ en T. D'autre part, comme on l'a observd dans la remarque 2.2, elle est une

g6n6ratrice d'un c6ne droit, dont P est le sommet et k* une moiti6 de la base. Elle

est donc perpendiculaire d la tangente en T ) cette base, et ainsi d k*. n

4  ▽:LongueuF du▽ Seg11lent et▽ IneSure de l'▽angle

D)6:inition 4。 1.  Soitた十une▽droite,quia ιL 1/Z pour▽ points江 1'ininio soient

A,3 deux▽ points surた +.Alors on d6init la longucur du▽ segl■ent[AB],ou la
▽distance des deux▽ points A et B,conllne:

扇 =た 10g[こ/Z AB]=dOg(讐 。
発 )(た

:COnStante)・

Th6orёコne 4。 1.  :Pour tous▽ points A,_3,(ア sur toute droiteた +,on a:

AB+BC=AC.
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D6monstration. On pose que k+ a U, V pour vpoints d f infini. Alors

AB + AC - klog[(JV, AB] + kloglUV, BCI
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Th6orbme 4.2. La vr6flexion conserve la vlongueur de tout vsegrnent.

D6monstration. Ce qui est 6vident par le th6ordme 1.1 et la d6flnition 4.1. a
Th6orEme 4.3. La vr6flexion conserve la vmesure de tout vangle.

D6monstration. Ce qui est 6vident par la remarque 2.1 et le th6ordme 1.4. a
Th6orbme 4.4. Soient U, V, U',, V' quatre points sur e. Soit 0Ia mesure de

1'angle que font les deux vdroites (UV) et(U'V'). Alors on a:

D6monstration. Sans perte de gdndralitl, on peut supposer que les deux
vdroites se croisent en N, puisque toute transformation de aa par la vr6flexion

conserve la vlongueur de tout osegment et la vmesure de tout vangle. Leurs tan-

gentes en l/ ltanttoutes deux parallbles d t,0 est 6ga1e d la mesure de l'angle que

font les deux diambtres lUVl etlU' Vl du cercle e.

〓

θ

一
２
tan

Alors
______ びθし″  θ
/m/1「′______生υ γ υ ~  2  ~2 -77-′   yθ

y′  θ
/yf/y′ =____=_~'Vア
   2   2'

√フ
¨
西万両。
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et ainsi

,unl -u'u et tung = 
v'v 

.2 U'V Z V'U
En multipliant ces deux lgahtds membre i membre, on obtient

tanz2 -y Y -l(J'v',uvl;2 U'V V'U L

ce qui est la conclusion.

5 En quoi ce modble est-il non-euclidien ?

D6finition 5.1,. On appelle ocongruence ou vd6placement toute transforma-

tion de aa qui conserve la vlongueur du vsegment et la omesure de 1'vangle.

Remarque 5.L. La vrlflexion est une ocongruence par les th6ordmes 4.2 et

4.3.

Th6orbme 5.L. Toute vcongruence peut s'exprimer par un produit de plu-
sieurs vr6flexions.

D6monstration. Soient As un vpoint quelconque sur une vdroite quelconque
(UoVo), etAl ur vpoint quelconque sur une vdroite quelconque (UtV). On mon-

treral'existence des vr6flexions dont le produit vd6place tout osegmentlAoBo] sur

(UoVe) en lAfirl sur (UtV).

Soit P le point d'intersection de la droite (AoA1) avec e. On suppose que la
vr6flexion par rapport d la vpolaire de P,d, sovoir IIp, associe Uo,Vo, B0 respecti-

vementd, U' , V' ,, 8' .Pat le th6ordme 3.I, A1 et B' se trouvent sur la droite (U'V').
Soit QIe point d'intersection de deux droites (UtU') et (VrV').On suppose

que la vr6flexion par rupport h la vpolaire de Q, d savoir ilq associe B' d, Ba.flO

n
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vrefldte (U'V') en (UrVr), sur laquelle se trouve A1 et 81. Ainsi

flg o flp

Llr

V1

A1

B1

En plus, chacune des vr6flexions IIp et IIg conservant la vlongueur du vsegment et

la vmesure de l'vangle, leur produit fle o IIp le fatt lui-aussi. tr

Remarque 5.2. La flgure ci-dessous montre le vd6placement des vtriangles

congrus :AsBoCo e AtBtCt, selon lam6thode du th6orbme 5.1. AtBtC',Yrefllte
de AtBtCt par rapport au (AtBt), est aussi congru )r AsBsCs.

Remarque 5.3. Jusqu'ici on a construit une axiomatique, analogue d la 96o-
m6trie euclidienne en ceci qu'elle est fond6 sur la notion de vcongruence. Par

contre, le th6ordme suivant contredit 1'.. axiome des paralldles ,, de la g6om6trie

euclidienne, selon lequel : .. Pour toute droite / et tout point P qui ne soit pas sur /,

il existe une et une seule droite passant par P et parallble h l. -
Th6orbme 5.2. Pour toute vdroite k* et tout vpoint A qui ne soit pas sur k*,

il existe plusieurs vdroites passantpar A et vparalldles d kn.
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D6monstration. On pose que k* a (J, V pour vpoints d f infini. Alors par

la d6finition 2.2, les vdroites qui joignent A soit h U , soit d, V, sont toutes deux
vparalldles 

iL (UV). il

6 Cercles sut 6+

Remarque 6.1. Selon la d6f,nition 2.1, tout demi-cercle, qui soit f intersec-

tion de oa avec un plan perpendiculaire i e, est une vdroite. Dans ce chapitre, on

examineta ce que signifient d'autres sortes du cercle sur ca.
Th6orbme 6.L. Soit / une droite sur a qui ne soit pas s6cante d e. Soit 2 un

plan mobile qui tourne autour de /. Soit Cle point de contactde,l avec c+, quand

2 est tangentd, oa. Soit k tout cercle qui soit f intersection de )" avec c+, quand 2

est s6cant d ca. Alors la vdistance de C h tout vpointA sur k est constante.

D6monstration. On flxe un vpoint As sur k et mdne la vdroite (CAil, qui ait
(Jo, Vo pour vpoints d f infini. Soit P un point mobile sur /. Soient U, V les refl6t6s

respectifs de [Jo,Vo par la vr6flexion relativement h la vpolaire de P,d savoir IIp.
La drorte (PC) ltanttangente d ca err C, on a: IIp(C) = C.

P et k 6tart coplanaires, on a : IIr(k) = k.Ao, vpoint d'intersection de k

avec (UoVo), a pour refllt€ par IIp le vpoint d'intersection de k avec (UV),
que l'on d6signe A. Avec le mouvement de P sur /, A ddcrtt k.

Ainsi pour tout P on a par le th6orbme 1.1 :

鈍〕 f

ΠP:ゆ Iド 1・  σ l  l
/1oり  t

び

ｙ

Ｃ

Ａ

⇒  [υo7o,CAo]=[び y cA],
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c'est-e-dire, parlad6finition4.l,: Ceo - CA. n
Remarque 6.2. Quand on admet pour I la droite h f inflni de e, k peut Otre

paralldle d s.

Remarque 6.3. k, qut est 1'ensemble des vpoints dont la vdistance au vpoint

C est constante, peut s'entendre comme unv cercle de vcentre C.

Th6orEme 6.2. Soit C- un point sur e. Alors tout cercle k sur a* tangentd. e

en C* est perpendiculaire d toute vdroite qui ait C* pour point b f inflni.

D)6:口nonstrationo  Soient l′″un point sur θ distinct dc(3∞ ,ct A le▽ point d'in―

tersection deた avec la▽droite(C∞ y).Par la d6inition 2.1,cette derniare est per―

pendiculaire江
`,donc aた

aussi,en(フ (∞ .Alors la syI]n6trie du cercle fait qucた est

perpendiculaire a(c∞ y)aussi en A.                         □
Renlarque 6。 4。  Quand la droite J du th6orё line 6。 l est tangente a`en C∞ ,

on a le cercleた du th6orё n■e6.2.I)ans ce cas-1れ ,た peut etre consid6r6 collllne un
▽
cercle qui a pour▽ centre un▽ point a l'inini et dontle▽ rayon estininilnent grand。

Th6orёコne 6。 3。  Soitた un arc de cercle sur σ+qui n'cst pas perpendiculaire a

εo Soienrじ Lヽ/1es points d'intersection deた avec ι.Alors la▽distance entreた et la
▽drOite(び y)eSt COnStante.
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D6monstration. Sans perte de g6n6ruht6, on peut supposer que Ia corde IUV)
est un diamdtre de e. Soit IUJ1] et lUzVzl deux cordes de e perpendiculaires i
lUVl. Alors les vdroites (UtV) et (UzV2) sont toutes deux op"tp.ndiculaires i la
vdroite (UV).

On pose que (UrV1) croise k et (UV) respectivement en A1 et Hl, et (UzV2), en

A2 et Hz; et que les deux droites sur e, (UtUz) et(V1Vz), se croisent en P. Alors la
vr6flexion IIp associe Ut, Vt, At, Hl respectivement d, U2, VZ, Az, Hy. Ainsi, par

le th6ordme 4.2, on a : ttftt - A2Ih. tr

Remarque 6.5. Voici en r6sum6 ce que signifie chacun des cercles ou arcs k

SUf 0a I

Quand k rencontre e en deux points,

k est un ocercle, s'il est perpendiculaire i e ;

k est une certaine ligne dont la vdistance h une vdroite soit constante,

s'il n'est pas perpendiculaire h s;
Quand k touch e e erL un point, k est un vcercle qui a pour vcentre un vpoint

b f inflni et dont le vrayon est infiniment grand;

Quand k n' a pas de point commun avec €, k est un vcercle qui a pour centre

un opoint ordinaire.

7 oAngles int6rieurs du otriangle

Th6orime 7.L. Dans tout triangle, la somme des trois vangles int6rieurs est

strictement inf6rieure d deux rectangles.

D6monstration. Soient u, F, y les mesures respectives des trois vangles in-
t6rieurs des vsommets A, B, C du otriangleABC,eta',F',y' celles des trois angles

int6rieurs des sommets A' , B' , C' du triangle A' B'C' , projet6 orthogonal de ABC
sur a. On d6montrera que :

a'+F'+y'>a+F+y. (1)
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H Soient l, ffi deux droites paralldles. Soient P un point qui n'est sur aucune

de ces deux droites ; Qle projet6 orthogonal de P sur l; R un point distinct de Q sur

I ; Q', R' les projet6s orthogonaux respectifs de Q, R sur m. On pose que IQPR - 0

et lQ'PR' = 0' ; ces deux angles sont 6videmment aigus.

PQQ,6tantuntriang1erectang1equialPQ)pourhypot6nuSe,ona:PQ>
On flxe le point S sur lPQl, v6rifiant : S Q -- P8'. Les triangles S QR et PQ'R'
6tant congrus :

A,= IQ,PR,= IQSR- ISPR+ IPRS _ O+ IPRS >0.

Autrement dit : la mesure de tout angle aigu est moins grande que celle de son

projet6 orthogonal. Quand le triangle ABC est acutangle, on a donc :

u')u, B'>8, y'>y

En additionnant ces trois in6galit6s membre i membre, on obtient l'rn6,ga1it6 (1).

tII]Quand1etriangleABCn,estpasacutang1e,onpoSequea>
vd6place le otriangle en telle fagon que le vsommet A coincide avec l/. Alors les

tangentes h deux vc6t6s en A sont toutes deux parallies h a, et ainsi : a' = a.

Quant aux autres sommets, dont les angles int6rieurs sont tous deux aigus, on a :

P' > F et y' > y; et par cons6quent f in6gahtd (1). n

I oAngle de la vparallble

Th6orbme 8.1. Soit (UV) une vdroite qui a U, V pour vpoints e f infini.
Soient A un vpoint qui n'est pas sur ( UV), et H le vpoint sur (UV) tel que la vdroite

(AH) est perpendiculaire iL (UV). Quand on note 0(x) la vmesure de 1'vangle U AH
en fonction de x - HA, on a :

７
κ〓Ｏ

一２
狙 (1)constante).
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υ
′

D6monstration. Sans perte de g6ndraLtt6, on peut supposer que H co\ncide

avec N. Soient (J' , V' les vpoints d f infini de la vdroite (NA); A' le projetl or'
thogonal deA sur t;V" 1'autre point d'intersection que U de la droite (UA') avec

A

On 6crttu la mseure de 1'angle au centre IAOA' - IAO(J' dudemi-cercle U'NV' ;

B, celle de 1'angle inscrit tU'UV" du cercLe e. Alors par la d6f,nition 4.1 :

χ=M=た 10g(男 弁)=た 10g弁 =た 10g COt:, (2)

(3)

et

OA' = cos 0

Quant d, e, par le th6ordme 4.4

ce qui fait que

肝丁
~フ
葡万 層7

1万 …西 万
~W7西

'

〓

θ

一
２
tan

tanβ =tan∠び′υy′′=tan∠び′y′ y′′=7ア▼万=tanZう
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D'autre parl

/グァ   ヽθA′ =tan∠ A′びθ=tan職一βリ
tanB

I + tanB
(4)

=|:|:1:]:{:;:;=:cos2 2~Sin2:::=COS θ.
De(3)∝ (4),on dre:α =θ ;滅nsi,en revenant a(2):

χ=た 10g COt:,  C'eSt― a―dire  COt:=`χ /1;

ce qui est la conclusion. tr

Remarque 8.L. On appelle g(x) vangle de lavparallile. Dans la g6omdtrre
euclidienne, 0(x) 6tant rectangle,

= l-ea;

ce qui est vrai pour tout x; ainsi k est infiniment grand.

9 Thois vc0t6s du vtriangle rectangle

Th6orbme 9.1. Soieflt a, b les vlongueurs respectives des deux vc6t6s ad-
jacents i I'vangle droit d'un otriangle rectangle; c celle de 1'vhypot6nuse de ce

dernier. Alors :

sin 0(a) srn 0(b) = sin 0(c). ( 1)

D6monstration. Sans perte de g6n6raht6, on peut supposer que l'vangle droit
du vrectangle se situe en N. Soient (U*V*), (UyVr) deux vdroites perpendiculaires
qui se croisent en N. SoientA un opoint sur (U*V*), v6rifiant: NA - a; B un vpoint

sur (UyVy), v6rifiant: NB - b; A', B'les projet6s orthogonaux respectifs de A, B
sur a; U, V les points d'intersection de la droite (AB) avec e.

π

一
′４
tan
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On 6crtt a la mseure de l'angle au centre IAOA' - IAOU * du demi-cercle U *NV*;
B celle de l'angle au centre IBOB' - BOU, dl demi-cercle UyNVy. Alors parla
d6finition 4.1 :

α=ⅣA=た log

b=ノVB=た log

=た 10g赫 =た 10g COt舌 ,

=た 1°g市 =た 1°gC°tら

Ａ

一Ａ

Ｂ

一Ｂ

Ｌ
一鴫

り
一ら

Ⅳ
一Ⅳ

Ⅳ
一Ⅳ

鴫
一ち

ら
一ろ

(2)

(3)

L

D'autre part, avec la similitude des triangles dans Ie demi-cercle UABV

A

／

１

く

ｌ

ｋ

／

１

く

ｌ

ｋ

UAz = (JA' 'UV
UBz = (JB' 'UV

VA2 = VA' 'UV
VBz = VB' 'UV

- klog
yB′びA

yA

et

yB

びB

alnsl

c=AB=た log
(

|

ノ

びA
yA′  びB′

On calcule f int6rieur de la racine carde, en cosid6rant que les droites (U *V*) et

(UyYr) sur s sont respectivement l'axe des abscisses et celui des ordonn6es dans

le cadre des coordonn6es cart6siennes, et que e est le cercle unit6, repr6sent6 par

1'6quation :

*2 +Yz = 1.
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Etantdonn6es les coordonn6es A (cos o, 0) et B (0, sinB), la droite (AB) se repr6sente

avec un parambtre r :

(p = cos s, q - cosB) ;

alors l'6quation de`s'6c五 t:

。2+夕2)′ _2′′+(22_1)=0.

On 6c五t場 ,ら les soludons de cette 6quation.Alors:

場,ち =生」亜≡Z,ちら=嚢 ,

′
ι+夕ι        ′̀十 g`

etles coordonn6s de y,y,A′ ,3′ sur(υy)sont respec●velnentち ,′ν,1,0.Ainsi

υA y3  1-ち  0-ち  ん―場ち
l-t, A-h h-tutv
92_.、

`戸

三軍192_′222_ 1_Ⅳ惇戸+92=77
92+√ア下ア巧7_(22_1)1+輌

.石
92_ヵ 2

1_(ρ2+92_ρ222) (1_ρ
2)(1_22)

一

″

ズ

〓
　

〓

χ
　
「ノ

／
１
く

―
ヽ

〓一
Ｂ一び一Ａ一ｙ

|

＼

2

92_1

1-

de th, en revenant h (3) :

c * klog

c s'6crit d'ailleurs analogiquementd (2)

1 - sinz o srnz p

sin2 o srnz B

こ/A′  yB′   ,_
―
・
―
二=κ 102

びB′  VA′    υ
1 - sinz o srnz B

1-

sin a sinB

de ces deux expressions de c s'ensuit

γε=:た 1°gC°t参 ;

1 - sinz o stnz B
〓

γ

一
２
cot
1-

sin s sinB
(4)



Avec (4), on a d'une part :

y y sin(y l2) cos(y l2) sin'(y lZ) + cos21y 12) 2
cotr+tanr= *tOlr)* t^*^= ,n1r121 "or*O 

=*irry;

et d'autre part :
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1 - sinz a stnz B sin a sinB
+

sin o sinB 1- 1 - sinz a sinz B

〓

γ

一
２狙

＋
γ

一
２

０

1_sin2 α sin2β   Sinα
 Sinβ

+

1+ 1 - sinz o srnz B

sin o sinB 1- 1 - sinz o srnz B)

1- 1 - sinz osrnz B 1 + 1-sin?ostnzB z

sin s sinB
+

sin s sinB
~Slnα

 Slnβ '

donc finalement :

sin s sinB = sin 7. (5)

Or, dans la d6monstration du th6ordme 8.1, on a d6je vu que a, F,y reprlsentent

respectivement 0(a), 0(b), 0(c). tr

10 vlongueur du ocercle

Th6orbme L0.1. La vlonguer L du vcercle de rayon r se donne comme

L - kn (e'lr' - ,-'lo) (k : constante). (1)

D6monstration. Sans perte de gdn6ralrt6, on peut supposer que le vcentre du
vcercle coincide avec N. Soient A un vpoint quelconque v6rifiant : NA = r., et A' le



70 Eishi Kuicrra

projet6 orthogonal de A sur s. Soit (U"V) la vdroite qui passe par N et A. On pose

que IAOA' - a. Alors on a :

r=IVA=た log
 ヽ   1/ム       ″

サ=た 1°g赤 =た 1°gC°t舌
LAびαⅣ/

|

ヽ
(2)

LⅣ びαA

Soit (UV) une vdroite op.rp"ndiculaire d (U"V) qui la croise en A. Soient B un
vpointdistinctdeA sur (UV),etet B'leprojet6orthogonaldeBsure. Soit (UuVu)

la vdroite qui passe par l/ et B. Soit 0Ia mesure de l'vangle que font (UoV) et
(UuV) en N. Alors

AB = klog
びyoyB′  た
びy・ びB′  2

yB′
loβ 一――一^▼。
びB′

|

＼勢発)=た 10g発 =た 10g
Les tangentes h (U"V") et(UuV) enN 6tant toutes deux paralldles i t, lUoOUu -
0. Ainsi :

VB' VA' + A'B sinry + cos utan?
UH= 1J,g-4,g, = rirro-roroturro;

ce qui fait que :

- 
k sins + cos utan?

AB - ilog *r"-.*"t""0
Soit BlIe point d'intersection du vcercle en question avec (UuVil. Quand I s'ap-
proche infiniment de 0, Br s'approche infiniment de B. De li :

dAh dAB

グθ ″

__  たr      l              l      、cos α
=滉ξトラt画面琵ァ軍要亮恵葛石五百τ

十
面面高ァ
=互
亮落ちπ五百bり冨ξ菊  (3)

=た
 :l:多
=た 2号

1111:|[|:|;j,‐ :|:|||::;|」|;12=:(COt:‐
―tan:‐

)

De(2)et(3)on tire

et alnsl

レ ′激31=〕
(〆
/た一ι~r″

)グ
θ,

□

L=|~″A31=|~書 (〆 /た一θ一r/たングθ=レ (`r/た一ι―r/た)
Jo       Jo  Z｀        ′       `      /
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論文 要 旨

非ユークリッド幾何学の半球面モデル

久本田 英史

鍵語 :射影幾何学、非ユークリッド幾何学、平行線公理、モデル、数学史

十七世紀、デザルグが透視図法に想を得て「平行な二直線はそれぞれの直線

の双方向の無限遠に位置するある理念的な点で交わる」という公理を要請した

時、幾何学は古代ギリシャにおける創始者たちが敢えて回避してきた「無限」

という問題圏へと開かれた。その二世紀後、三人の同時代人、ボヤイ、ロバチェ

フスキー、ガウスはそれぞれ独立に、実在する空間の規定と思念されてきたユー

クリッド幾何学における「平行線公理」―「与えれた直線と平行で (す なわち

無限遠点で交わる)その直線上にない一点を通る直線は、ただ一つだけ存在す

る」という命題を否定しても、ユークリッド幾何学と同様の合同変換に基づく、

無矛盾な体系が構築されることを発見した。本論は「与えれた直線と平行でそ

の直線上にない一点を通る直線が、複数存在する」ような、所謂「双曲幾何学」

的「平面」の存在を半球面モデルとして可視化すると共に、「三角形の内角の

和は二直角より小さい」など、この「平面」の主要な性質を半球面モデルの定

義から導出することを目的とする。


