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Représentation
de la Géométrie non-euclidienne
par un Modele hémisphérique

Eishi Kukrta

1 Projection sphérique

Définition 1.1. Soit o une sphére unité de centre O. Soit P un point fixe
n’appartenant pas 2 o. Quand on joint P & un point mobile X sur o~ et désigne X’
I’autre point d’intersection que X de la droite (PX) avec o, on appelle projection
sphérigue de centre P ’application IIp : ¢ — o qui associe X a X', et projeté de
X, I'image X’ de X par I1p. Quand (PX) est tangente a o en X, on considere que
IIp associe X a X lui-méme.

Définition 1.2. Soient A, B, C, D quatre points quelconques. Soient 7y la rai-
son AC/BC de la distance de A a C a celle de B a C, et 6 la raison AD/BD de la
distance de A a D a celle de B a D. Alors on appelle raison composée de C et D
relativement 2 A et Blaraisondeyad:

y AC BD
§ BC AD’
On notera cette raison composée :

[AB, CD].

Théoréme 1.1. IIp conserve la raison composée de tous quatre points sur o
Démonstration. Soient A, B, C, D quatre points sur o, et A’, B’, C’, D’ leurs
projetés respectifs par I1p. On démontrera que [A’B’, C'D’] = [AB, CD], c’est-
dire :
A'C" A'D"  AC AD
B'C' BD BC BD
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A, A’, C, C’ sont tous sur I'intersection du plan (PAC) avec o, ¢’est-a-dire sur un
certain cercle. D’ou : PA - PA" = PC - PC’ et, les triangle PAC et PC’A’ étant
semblables, on a :

PA
AC = CA'C.
PC’
Pareillement :
PB PB PA
BC=-——-BC', BD=-—-B'D, AD-= -A'D'.
PC’ PD’ PD’

Il en résulte :
AC BD (PA/PC")-A'C’ (PB/PD')-B'D’ _AC" BD
BC AD ~ (PB/PC’)-B'C’ (PA/PD")-A’D’ ~ B C' A'D’

Théoréme 1.2. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Quatre points A, B, C, D sont cocycliques;

(b) IIs vérifient : [AD, BC] + [AB, DC] = 1.

Démonstration. D’abord on suppose (a) pour prouver 1’égalité de (a) :

AB DC+AD BC _
AC DB AC BD
ou autrement :
AB-CD+ AD - BC = AC - BD. (1)
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Soit E le point sur la droite (BD), vérifiant : ZACD = /BCE. Les angles CAD et
CBE interceptant le méme arc CD, les triangles ACD et BCE sont semblables et
AD/AC = BE/BC;d’ou :

AD - BC = AC - BE.

De ces triangles semblables, on a aussi : AC/BC = DC/EC. En plus : LZACB =
/DCE. Les triangle ABC et DEC sont ainsi semblables et AB/AC = DE/DC;
d’ou :

AB-CD = AC - DE.

En additionnant ces deux égalités membre a membre, on obtient :
AB-CD+ AD - BC = AC - (BE + DE). )

B, D, E étant alignés par définition, BE + DE = BD; ce qui fait que le membre
droit est égal a AC - BD.

Quant 2 la proposition : (b) = (a), on démontrera sa contreposée : si A, B, C,
D ne sont pas cocycliques, alors

AB-CD + AD - BC > AC - BD. 3)

[I1 Quand A, B, C, D sont coplanaires et le quadrangle ABCD est convexe.
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Soit E le point intérieur a ce quadrangle tel que les triangles ACD et BCE sont
semblables. La discussion du cas précédent qui conduit a (2) vaut pour ce cas-la
aussi, tandis que, A, B, C, D n’étant pas cocycliques par hypothese et ZDBC #
/EBC, B, D, E ne sont pas alignés. Alors dans le trangle BDE, on a : BE + DE >
BD; ce qui fait que le membre droit de (2) est strictement supérieur a AC - BD.
[II1 Quand A, B, C, D sont coplanaires et le quadrangle ABCD est concave.

On pose que le quadrangle est concave au sommet D. Soit D’ le point symétrique
de D par rapport a la droite (AC). Comme dans le cas [I], on a :

AB-CD’' + AD’ - BC > AC - BD'

(I’égalité vaut quand A, B, C, D’ sont cocycliques). Par la symétrie AD" = AD et
CD’ = CD, tandis que BD’ > BD, D’ étant de I’autre coté de B par rapport a (AC);
ce qui fait que :

AB-CD+AD-BC =AB-CD' + AD’ - BC > AC - BD’ > AC - BD.

[II] Quand A, B, C, D sont coplaniares et les cotés [AD] et [BC] se croisent.

Soit D’ le point symétrique de D par rapport a la droite (AC). Alors I'inégalité (3)
vaut pour la méme raison que dans le cas [II].
[IV] Quand A, B, C, D ne sont pas coplanaires.
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B

Soient A’, B, C’, D’ les projetés orthogonaux respectifs de A, B, C, D sur un plan
quelconque paralléle aux droites (AC) et (BD). On sait maintenant que, A’, B’, C’,
D’ étant coplanaires :
A'B'-C'D'+A'D'-B'C' > A'C' - B D
(I’égalité vaut quand A’, B’, C’, D’ sont cocycliques). Or la projection orthogonale
réduit la longueur de tout segment, autant qu’il ne soit pas parallele au plan sur
lequel il est projeté; ce qui fait que :
AB-CD+AD-BC>A'B'-C'D'+A'D'-B'C’ 2 A'C’' - B'D' = AC - BD.

O
Théoreme 1.3. Le projeté de tout cercle sur o~ par I1p est un cercle sur 0.

Démonstration. Soient A, B, C trois points distincts sur o-. Soit k le cercle
circonscrit au triangle ABC. k, intersection du plan (ABC) avec o, se situe sur ;
alors pour tout point mobile X sur &, on a par le théoréme 1.2 :

[AX, BC] + [AB, XC] = 1.
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D’autre part, quand on pose que A’, B, C’, X’ sont les projetés respectifs de A, B,
C, D par Ilp, on a par le théoréme 1.1 :

[AX, BC1=[A'X', BC'] et [AB,XC]=[A'B, X'C'].

Ainsi :
[A'X', BC1+[A'B,X'C']=1;

ce qui signifie par le théoréme 1.2 que le lieu de X’ est le cercle circonscrit au
triangle A’B’C’, projeté du triangle ABC par I1p. O

Définition 1.3. Soit A un point sur 0. Soient ¢, ¢, deux courbes sur o~ qui se
croisent en A, et t;, f; les tangentes respectives de c¢j et ¢; en A. Alors on définit
I’angle que font c¢; et ¢, comme celui que font #; et 7, en A.

Théoreme 1.4. TIp conserve la mesure de tout angle sur .

po

Démonstration. On continue a discuter dans le cadre de la défitinion 1.3.
Soient A’, ¢’1, ¢’5 les projetés respectifs de A, ¢y, ¢y par IIp. Soient ki, ky les
cercles passant par A’ et tangents respectivement a ¢; et 4 c; en A.

Le plan de k; et celui de k, contenant tous les deux le centre P de Ilp, les
projetés de ces cercles par IIp sont eux-mémes; ce qui fait que’ils sont tangents
respectivement a ¢’; etac’, en A,

En A, c; et ¢, font un méme angle que celui que font k; et k;. De méme, en A’,
¢’1 et ¢/, font un méme angle que celui que font &y et k5.

Or I’angle que font & et k, en A et celui qu’ils font en A’ sont symétriques par
rapport au plan bissecteur de leur corde commune [AA’]. Par conséquent, I’angle
que font c; et ¢p en A est identique a celui que font ¢’y et ¢/, en A’. o
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2 "Plan, "droite et "point

Définition 2.1. Soit £ un plan passant par le centre O de la sphere o. Soit e
le cercle qui est intersection de € avec o~. Soit N le point d’intersection de o avec
une demi-droite issue de O et perpendiculaire a &.
— On appelle "plan I’hémisphere de o~ qui contient N (e n’y est pas inclus).
On notera ce Vplan : 0.

— On appelle Ydroite tout demi-cercle k.. qui soit I’intersection de o, avec un
plan perpendiculaire a .

— On appelle Ypoint tout point sur o

Remarque 2.1. Conformément a la définition 1.3, on définit 1’ Vangle que font
deux Ydroites comme celui que font leurs tangentes en leur “point d’intersection.

Remarque 2.2. Soit P un point sur &. Soient U, V les points de contacts de e
avec ses deux tangentes issues de P. La droite (OP) étant la bissectrice perpendi-
culaire de la corde [UV], quand on tourne e autour de (OP), e décrit o, dont o, est
une moitié, et [UV], un cercle k, dont k, est une moitié. La droite (PT) qui joint
P 2 un point quelconque 7 sur k. est alors tangente a o en 7. Quand k passe par
N, on considere que P est un point a I’infini de . On appelle P "péle de k., et k,
Ypolaire de P, par rapport a 0.

Définition 2.2. On considére e comme la "droite 2 I'infini du "plan o ; U et
V, points d’intersections de k. avec e, comme les Vpoints a U'infini de la Ydoite k..
Autrement dit, on considére que toute "droite passant par U ou V est "paralléle a
ks

3 VRéflexion

Remarque 3.1. Dans le plan euclidien, la congruence comprend trois sortes
de transformation ; la réflexion, la rotation et la translation, dont les deux dernicres
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peuvent s’exprimer par un produit de plusieurs réflexions.

— Concernant la translation T de vecteur 1@ on meme deux droites quel-
conque /; et [ perpendiculaires a la droite (AB), en telle facon que leur
distance soit égale 2 AB/2. Quand on nomme S; et S, les réflexions res-
pectivement par rapporta/y etlp,ona: T =S 0.

— Concernant la rotation R de centre O, d’angle 6, on me¢me deux droites
quelconque [; et [, passant par O, en telle fagon que 1’angle qu’elles font
mesure 6/2. Quand on nomme S; et S, les réflexions respectivement par
rapportal; etlp,ona: R =S;08S;.

— Soient ABC, A’B’C’ deux triangles coplanaires, congrus et distincts. On
déplace ABC, d’abord en A’BC| par la translation de vecteur Z@ , en-
suite en A’ B,C; par la rotation de centre A’, d’angle égal a ZB1A’B’. Alors
ou bien les triangles A’B,C, et A’B’C’ se superposent, ou bien ils sont
symétriques par rapport a la droite (A’B’). Dans le dernier cas, ils se su-
perposent par la réflexion relativement a leur cdté commun (A’B’). Dans
le plan euclidien, tout déplacement peut donc s’exprimer par un produit au
maximum de cinq réflexions.

Voici une transformation élémentaire du Vplan o, qui correspond a la réflexion du
plan euclidien.

Définition 3.1.  Soit k. une "droite sur o. Soit P le Vpdle de k, par rapport a

o .. Alors on appelle ¥ réflexion par rapport a k. 1a projection sphérique I1p au sens
défini dans la définition 1.1 ; "reflété, le projeté par I1p entendue comme "réflexion.

Théoreme 3.1. Le "reflété de toute Vdroite est une *droite.

Démonstration. Par la définition 1.1, une "droite est un demi-cercle perpen-
diculaire a e. Or la projection sphérique transforme tout cercle sur o en un cercle
sur o par le théoreme 1.3. En plus, elle garde la perpendicularité par le théoreme
1.4. Donc le reflété d’un demi-cercle perpendiculaire a e est un demi-cercle per-
pendiculaire a e. O

Théoréme 3.2. La "réflexion I1p par rapport k.. a les propriétés suivantes :
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(a) Pour tout Ypoint 7 sur ky,ona: [p(T) =T;

(b) Pour tout “point X on a : (Ilp o IIp)(X) = X;

(c) Quand on pose que X’ = I1p(X), la Vdroite (XX") est ¥perpendiculaire a k..
perp

Démonstration. (a) On a observé dans la remarque 2.2 que la droite (PT)
est tangente & o4 en T. Alors, par la définition 1.1, le reflété de T par Ilp est lui-
méme.

(b) Soit I, le demi-cercle (XX’). Le plan de I, contenant P, le "reflété de I,
par Ilp est lui-méme. Par la définition 1.1, toute sécante de [, issue de P a deux
points d’intersection X et X', dont I’'un a I’autre pour son image par Ilp. Ainsi :

(IIp o ITp)(X) = Mp(I1p(X)) = Hp(X') = X.

(c) Soit T le point d’intersection de k. et /.. La droite (PT) est tangente a
I, en T. D’autre part, comme on 1’a observé dans la remarque 2.2, elle est une
génératrice d’un cone droit, dont P est le sommet et k, une moitié de la base. Elle
est donc perpendiculaire a la tangente en T a cette base, et ainsi a k. O

4 "Longueur du "segment et Ymesure de I’angle

Définition 4.1. Soit k, une "droite, qui a U, V pour Ypoints a I’infini. Soient
A, B deux Ypoints sur k;. Alors on définit la longueur du "segment [AB], ou la
Vdistance des deux Ypoints A et B, comme :

UA VB

AB = klog[UV, AB] = k1 (———
og[ ] 2\ VA TUB

) (k : constante).

Théoréme 4.1. Pour tous "points A, B, C sur toute droite k., ona:

AB+BC = AC.



58 Eishi Kukrra

Démonstration. On pose que k; a U, V pour Ypoints a I'infini. Alors

AB + BC = klog[UV, AB] + klog[UV, BC]

i (% VB)+k10 (@ E)
=rO8\VA UB 8\VvB TC

UA VB UB VC
= klog (5 o= v= o)
VA UB VB UC

UA VC _

= Klog (5 16) = | AC] = AC.

oz (v * 7 ) = KloglUV: AC] = A€

|
Théoréme 4.2. La "réflexion conserve la “longueur de tout ¥segment.
Démonstration. Ce qui est évident par le théoreme 1.1 et la définition 4.1. O
Théoréme 4.3. La "réflexion conserve la Ymesure de tout Yangle.
Démonstration. Ce qui est évident par la remarque 2.1 et le théoréme 1.4. O
Théoreme 4.4. Soient U, V, U’, V' quatre points sur e. Soit 6 la mesure de
I’angle que font les deux Ydroites (UV) et (U’V’). Alors on a :

6
tang = [U'V’', UV].

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que les deux
Vdroites se croisent en N, puisque toute transformation de o, par la "réflexion
conserve la “longueur de tout Ysegment et la Ymesure de tout Yangle. Leurs tan-
gentes en N étant toutes deux paralleles a g, 0 est égale a la mesure de I’angle que
font les deux diameétres [UV] et [U’V] du cercle e.

Alors :
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et ainsi :
tang = U/U et tan s = V’V
2 UV 2 vuU’

En multipliant ces deux égalités membre a membre, on obtient :

,0 UU V'V
tan” = = .
2 UV VU

=[U'V,UV];

ce qui est la conclusion. O

5 En quoi ce modéele est-il non-euclidien ?

Définition 5.1. On appelle Ycongruence ou Ydéplacement toute transforma-
tion de o, qui conserve la "longueur du "segment et la Ymesure de 1’Vangle.

Remarque 5.1. La "réflexion est une "congruence par les théoremes 4.2 et
4.3.

Théoréme 5.1. Toute Ycongruence peut s’exprimer par un produit de plu-
sieurs Yréflexions.

Démonstration. Soient A un Ypoint quelconque sur une *droite quelconque
(UoVy), et A1 un "point quelconque sur une Ydroite quelconque (U; V7). On mon-
trera I’existence des "réflexions dont le produit Ydéplace tout Ysegment [AgBg] sur
(UoVop) en [A1By] sur (U1 V1).

Soit P le point d’intersection de la droite (ApA;) avec . On suppose que la
Yréflexion par rapport & la Ypolaire de P, a sovoir I1p, associe Uy, Vo, By respecti-
vement 2 U’, V’, B’. Par le théoréme 3.1, A; et B’ se trouvent sur la droite (U'V’).

Soit Q le point d’intersection de deux droites (U;U”) et (V1V’). On suppose
que la Yréflexion par rapport a la Ypolaire de Q, a savoir Iy, associe B’ a By. I1g
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Vreflete (U’'V’) en (U, V1), sur laquelle se trouve A; et B;. Ainsi :

Uo Uy

W Vi
HQOHP. Ao i Al .
By B

En plus, chacune des "réflexions Ilp et I1p conservant la “longueur du “segment et
la Ymesure de I’Vangle, leur produit ITy o IIp le fait lui-aussi. O

Remarque 5.2. La figure ci-dessous montre le Ydéplacement des "triangles
congrus : AgBoCy = A1 B C1, selon la méthode du théoréme 5.1. A1 B, C’, "reflété
de A1 B C; par rapport au (A B1), est aussi congru a AgByCyp.

Remarque 5.3. Jusqu’ici on a construit une axiomatique, analogue a la géo-
métrie euclidienne en ceci qu’elle est fondé sur la notion de Ycongruence. Par
contre, le théoréme suivant contredit I’< axiome des paralleles » de la géométrie
euclidienne, selon lequel : < Pour toute droite / et tout point P qui ne soit pas sur /,
il existe une et une seule droite passant par P et parallele a [. >

Théoréme 5.2. Pour toute "droite k. et tout "point A qui ne soit pas sur k.,
il existe plusieurs Ydroites passant par A et “paralleles a k...
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Démonstration. On pose que k; a U, V pour "points a I'infini. Alors par
la définition 2.2, les Ydroites qui joignent A soit a U, soit a V, sont toutes deux
Vparalleles a (UV). o

6 Cercles sur o,

Remarque 6.1. Selon la définition 2.1, tout demi-cercle, qui soit I’intersec-
tion de o, avec un plan perpendiculaire a &, est une "droite. Dans ce chapitre, on
examinera ce que signifient d’autres sortes du cercle sur 0.

Théoréme 6.1. Soit [ une droite sur £ qui ne soit pas sécante a e. Soit 4 un
plan mobile qui tourne autour de /. Soit C le point de contact de A avec o, quand
A est tangent & ;.. Soit k tout cercle qui soit I’intersection de A avec o, quand 4
est sécant 2 o,.. Alors la distance de C a tout “point A sur k est constante.

Démonstration. On fixe un Ypoint Ag sur k et méne la Ydroite (CAp), qui ait
Uy, Vo pour "points a I'infini. Soit P un point mobile sur /. Soient U, V les reflétés
respectifs de Uy, Vp par la "réflexion relativement a la Ypolaire de P, a savoir I1p.

— La droite (PC) étant tangente a 0, en C, on a : IIp(C) = C.

— P et k étant coplanaires, on a : IIp(k) = k. Ao, point d’intersection de k

avec (UyVy), a pour reflété par ITp le “point d’intersection de k avec (UV),
que I’on désigne A. Avec le mouvement de P sur [, A décrit k.
Ainsi pour tout P on a par le théoreme 1.1 :

Uy
Hpi ‘é(,) i

A

= [UoVo, CAol = [UV, CA],

>0 <
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c’est-a-dire, par la définition 4.1 : C—Ao =CA. O

Remarque 6.2. Quand on admet pour / la droite a I’infini de &, k peut étre
parallele a .

Remarque 6.3. , qui est ’ensemble des "points dont la distance au Ypoint
C est constante, peut s’entendre comme un Y cercle de Ycentre C.

Théoreme 6.2. Soit C,, un point sur e. Alors tout cercle k sur o, tangent & e
en Co est perpendiculaire a toute ¥droite qui ait Co, pour point a I’infini.

Démonstration. Soient V un point sur e distinct de C, et A le Ypoint d’in-
tersection de k avec la Vdroite (Co, V). Par la définition 2.1, cette derniere est per-
pendiculaire a e, donc a k aussi, en Co. Alors la symétrie du cercle fait que k est
perpendiculaire a (Co V) aussi en A. O

Remarque 6.4. Quand la droite / du théoreme 6.1 est tangente & e en Ce,
on a le cercle k£ du théoréme 6.2. Dans ce cas-1a, k peut étre considéré comme un
Vcercle qui a pour Ycentre un Ypoint & I’infini et dont le Yrayon est infiniment grand.

Théoreme 6.3. Soit k un arc de cercle sur o, qui n’est pas perpendiculaire a
&. Soienr U, V les points d’intersection de k avec e. Alors la ¥distance entre k et la
Vdroite (UV) est constante.
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Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que la corde [UV]
est un diameétre de e. Soit [U; V1] et [U,V;] deux cordes de e perpendiculaires a
[UV]. Alors les Ydroites (U1 Vy) et (U, V5) sont toutes deux ¥perpendiculaires a la
Vdroite (UV).
On pose que (U V)) croise k et (UV) respectivement en A; et Hy, et (U2 V2), en
A, et Hy ; et que les deux droites sur &, (U1 Us) et (V1 V), se croisent en P. Alors la
Vréflexion Ilp associe Uy, Vi, A1, H respectivement a Uy, Va, Ap, H. Ainsi, par
le théoreme 4.2, ona: AjHy = Ay H». ]
Remarque 6.5. Voici en résumé ce que signifie chacun des cercles ou arcs k
sur oy :
— Quand & rencontre e en deux points,
— kestun Ycercle, s’il est perpendiculaire a £
— k est une certaine ligne dont la Ydistance a une Ydroite soit constante,
s’il n’est pas perpendiculaire a
— Quand k touche e en un point, k est un Ycercle qui a pour Ycentre un Ypoint
a 'infini et dont le Yrayon est infiniment grand;
— Quand k n’a pas de point commun avec e, k est un Ycercle qui a pour centre
un Ypoint ordinaire.

7 VAngles intérieurs du “triangle

Théoréme 7.1. Dans tout triangle, la somme des trois Yangles intérieurs est
strictement inférieure a deux rectangles.

Démonstration. Soient @, B, v les mesures respectives des trois Yangles in-
térieurs des Ysommets A, B, C du Ytriangle ABC, et o/, 8/, ¥’ celles des trois angles
intérieurs des sommets A’, B’, C’ du triangle A’B’'C’, projeté orthogonal de ABC
sur €. On démontrera que :

d+B +y >a+p+y. )
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[I] Soient /, m deux droites paralleles. Soient P un point qui n’est sur aucune
de ces deux droites ; Q le projeté orthogonal de P sur /; R un point distinct de Q sur
I; Q', R’ les projetés orthogonaux respectifs de Q, R sur m. On pose que ZQPR =6
et ZQ'PR = 0, ces deux angles sont évidemment aigus.

Q

P

PQQ’ étant un triangle rectangle qui a [PQ] pour hypoténuse, on a : PQ > PQ'.
On fixe le point S sur [PQ], vérifiant : SQ = PQ’. Les triangles S OR et PQ'R’
étant congrus :

¢ = /Q'PR = LOSR = /SPR + LPRS =0+ LPRS > 6.

Autrement dit : la mesure de tout angle aigu est moins grande que celle de son
projeté orthogonal. Quand le triangle ABC est acutangle, on a donc :

o >a B >B v >y

En additionnant ces trois inégalités membre a membre, on obtient I’'inégalité (1).
[II] Quand le triangle ABC n’est pas acutangle, on pose que & > /2, et
Vdéplace le Vtriangle en telle fagcon que le Ysommet A coincide avec N. Alors les

tangentes 2 deux "cotés en A sont toutes deux parallles 2 &, et ainsi : @/ = a.
Quant aux autres sommets, dont les angles intérieurs sont tous deux aigus, on a :
B > B ety >y;etpar conséquent I'inégalité (1). O

8 YAngle de la "parallele

Théoréeme 8.1. Soit (UV) une Ydroite qui a U, V pour "points a 1’infini.
Soient A un Ypoint qui n’est pas sur (UV), et H le ¥point sur (UV) tel que la Ydroite
(AH) est perpendiculaire & (UV). Quand on note 8(x) la Ymesure de 1’Vangle UAH
en fonction de x = HA, on a:

0(x)

tan — = e ™% (k : constante). 1)



Représentation de la Géométrie non-euclidienne par un Modele hémisphérique 65

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que H coincide
avec N. Soient U’, V' les Ypoints a I'infini de la Ydroite (NA); A’ le projeté or-
thogonal de A sur £; V" 'autre point d’intersection que U de la droite (UA") avec
e.

On écrit « la mseure de 1’angle au centre ZAOA” = ZAOU’ du demi-cercle U'NV’;
B, celle de I’angle inscrit £ZU'UV” du cercle e. Alors par la définition 4.1 :

— UN VA VA a
= = kl —_— = = k —
x=NA og( VN U’A’) klog A log cot > 2)
et
OA’ = cosa. 3)

Quant a 6, par le théoréme 4.4 :
0 \/V’ u uv \/U’V”
tan — = . = s
2 U/ U V/ V/I VI V/I

uv’ 0
tanf = tan LU'UV" = tan LU'V'V" = —— = tan® -

ce qui fait que :



66 Eishi KukiTa

D’autre part :
1-t
OA’ = tan LA'UO = tan(f —,8) o 1-tanp
4 1 +tanpg @
1 - tan?(6/2) 0,6
= ——————— =cos” = —sin” = = cos¥é.
1 + tan%(8/2) 2 2
De (3) et (4), on tire : @ = 6, ainsi, en revenant a (2) :
0 0
x=klogcot=, c'est-a-dire cot= = ¢*/*;
2 2
ce qui est la conclusion. O

Remarque 8.1. On appelle 6(x) Yangle de la Yparaliéle. Dans la géométrie
euclidienne, 6(x) étant rectangle,

_ T
e x”‘:tanZ:l:eO;

ce qui est vrai pour tout x; ainsi & est infiniment grand.

9 Trois "cotés du "triangle rectangle

Théoreme 9.1. Soient a, b les Ylongueurs respectives des deux "coOtés ad-
jacents a I’Vangle droit d’un "triangle rectangle; ¢ celle de I’Vhypoténuse de ce
dernier. Alors :

sin 6(a) sin 8(b) = sin 6(c). (D

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que 1’ Vangle droit
du Vrectangle se situe en N. Soient (U,V,), (UyVy) deux Vdroites perpendiculaires
qui se croisent en N. Soient A un Ypoint sur (U, V,), vérifiant : NA =a; Bun Ypoint
sur (U, V,), vérifiant : NB = b; A’, B’ les projetés orthogonaux respectifs de A, B
sur g; U, V les points d’intersection de la droite (AB) avec e.
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v, v, o TTE Ty,

On écrit  la mseure de I’angle au centre ZAOA” = LAOU, du demi-cercle UyNV,;
B celle de I’angle au centre /ZBOB’ = BOU,, du demi-cercle UyNV,. Alors par la
définition 4.1 :

— UN VA VA
a=NA = klog : = klog =2 = klogcot =,
V.N U,A U,A 2 @
— UN V,B V,B B
b=NB=klog|=—— - ——|=klog — =klogcot=.
V,N U,B U,B 2
Uy
es
Vx‘:-., 0
D’autre part, avec la similitude des triangles dans le demi-cercle UABYV :
UA% = UA-UV VA?=VA' - UV
UB*=UB -UV VB> =VB -UV "’
ainsi :
— UA VB UA" VB
=AB =klog|— - — | = k1 S 3
¢ k Og(VA UB) E\NVva UB )

On calcule l'intérieur de la racine carée, en cosidérant que les droites (U, V) et
(U, Vy) sur & sont respectivement 1’axe des abscisses et celui des ordonnées dans
le cadre des coordonnées cartésiennes, et que e est le cercle unité, représenté par
I’équation :
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Etant données les coordonnées A (cos a, 0) et B (0, sin ), ladroite (AB) se représente
avec un parametre ¢ :

X =pt
{yzg(l—t) (p=cosa, g =cosp);

alors 1’équation de e s’écrit :
2, 22 2 2
(p=+gHt -2qt+(@ -1 =0.
On écrit 1,,, t, les solutions de cette équation. Alors :

P P ——p) F£-1

-
’ ury
pP+q

Iy, ty = =55
P+ ¢

et les coordonnés de U, V, A’, B’ sur (UV) sont respectivement t,, t,, 1, 0. Ainsi :

UA VB 1-y 0-t, -ty

VA UB 1-t, 0—t, t,—t,,
qz“m_(‘lz_l)_l— P+ g% — p*q?
e R R o
(1- VP H =) (1-VT=(-P1-)

-+ - (1-p)(1-4)
(1— l—sinza/sinz,B)2

- ’

sin a sin’ B

de 14, en revenant a (3) :

UA’ VB 1- w[l—sinza/sinzﬁ
=kl . =kl ;
CERORNTE va T8 sina sinB
¢ s’écrit d’ailleurs analogiquement a (2) :
Y
=kl t=;
c ogcot >

de ces deux expressions de ¢ s’ensuit :

y 1 - /1 —sin?asin?B
cot = = — . 4
2 sin @ sin 8
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Avec (4), on a d’une part :

cor? +tanY - sin(y/2)  cos(y/2) _ sin®(y/2) + cos*(y/2) 2

2 2 cos(y/2) * sin(y/2) ~ sin(y/2)cos(y/2) siny

et d’autre part :

— 1 = sin? @ sin? . .
cotz+tanz _ 1 1 —sin“ e sin ﬁ+ sina sinB
2 2 sinasinf3 1— /1 —sin®asin®g
1— /1 ~ sin2asin? 8 sinasin,B(l + 41— sinzasinzﬁ)
T

sina sin3 1 —(1 - sin® o sin? ,B)
1= J1—sin®asin®?B 1+ /1 —sin’asin’g 2
= - - + - : = = - 5
sin @ sin 8 sin & sin 8 sin @ sin 8
donc finalement :
sinasinf = sinvy. 4)

Or, dans la démonstration du théoréme 8.1, on a déja vu que a, B, y représentent
respectivement 6(a), 6(b), 6(c). O

10 YLongueur du “cercle

Théoreme 10.1. La longuer L du "cercle de rayon r se donne comme :

L=kn (er/k - e“’/k) (k : constante). 1)

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que le Ycentre du
Veercle coincide avec N. Soient A un Ypoint quelconque vérifiant : NA = r, et A’ le
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projeté orthogonal de A sur &. Soit (U,V,,) 1a Vdroite qui passe par N et A. On pose
que ZAOA’ = a. Alorsona:

= klog cot % @

r=NA = klog (UN VA) klog VaA

VuN  U,A UA

Soit (UV) une Ydroite Yperpendiculaire & (U,V,) qui la croise en A. Soient B un
Vpoint distinct de A sur (UV), et et B’ le projeté orthogonal de B sur &. Soit (U V)
la Vdroite qui passe par N et B. Soit § la mesure de 1’Vangle que font (U,V,) et
(UpVp) en N. Alors

UA VB VB Uv-VB k VB
AB = klo ( ) Elog = = Elog )0 = == .
Klog\ 72 - g) = kloe g = Kloe \ g = 3 02 gy
Les tangentes a (U,V,,) et (UpV}) en N étant toutes deux paralleles a g, /U,0U) =
6. Ainsi :

VB’ VA’ + A’B _ sin@ +cosatand

UB  UA-A'B ~ sina-cosatand’

ce qui fait que :
— k sina + cosatanf
AB=-log——mmm———.
2 sin@ — cosatan 8
Soit B le point d’intersection du Ycercle en question avec (UpV;). Quand 6 s’ap-

proche infiniment de 0, B; s’approche infiniment de B. De 1a :

dAB, dAB
a9~ db
- lim k 1 N 1 cosa
" 6502 \sina +cosatand  sina —cosatan®/ cos? 6 3)
cos @ cos?(a/2) — sin*(a/2) k ( )
=k-— =k- - = —|cot—= —tan — |.
sin 2 cos(a/2) sin(a/2) 2 2 2

De (2) et (3) on tire :
k
— rlk _ —rlk
dAB] = 5 (6 e )dH,

et ainsi :

t o k rlk —rlk r/k —rlk
L=f0dABl=j; E(e —e")do = kn (e"F - 7 ¥).
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