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Invariance de l'involution

Transcription moderne du Brouillon Projet (1639) de G. Desargues, 2¢ partie

Eishi Kukita

Mots-clefs: Histoire des Mathématiques, Géométrie projective,

Girard Desargues, XVII siécle, Culture francaise

Texte fondateur de la géométrie projective, le Brouillon Projet d’une Atteinte aux
Evénements des Rencontres du Céne avec un Plan (1639) de Girard Desargues (1591-
1661) ' se compose, nous semble-t-il, de trois parties de longueurs presques égales:

1. Propriétés élémentaires de I’involution ? ;

2. Invariance de I’involution 3 ;

3. Théoriedesconiquesselon1’involution *.

Dans notre article de 2013°, nous en avons transcrit la premiére, ou Desargues élabore,
en introduisant la notion d’infini dans la géométrie, son outil de travail qu’est I’involu-
tion. Ci-dessous, nous donnerons la transcription de la deuxiéme partie, oi Desargues
établit, au moyen de la perspective, le fondement de sa théroie des coniques, a tel point
révolutionnaire que leur classification traditionnelle qui date des Conigues d’Apollo-
nius de Perge (3¢ siecle av. J.-C.) : ellipse / parabole / hyperbole, y est superflue. Du
point de vue de I’histoire des idées, il ne sera pas inutile de signaler que la perspective,
technique picturale inauguré par les artistes florentins du Quattrocento, en était une a la

pointe a I’aube des temps modernes, dans laquelle il était profondément versé en tant

1. Avec le sigle BP, nous référerons a la version originale de 1639, consultable sur le site Gallica de la Bi-
bliothéque nationale de France.

2. BP,p.1,1L1-p.10,130.

3. BP,p.10,131-p.20,1.32.

4. BP,p.20,133-p.30,1. 3.

5.« Présentation structurée du Brouillon Projet de G. Desargues (1639) », Kokusai Ningen Bunka Gakubu
Kiyé, n° XX, 2014, p.83-122.



28 Eishi KukiTa

qu’ingénieur compétent.

Nous nous permettons de commencer par résumer en quelques propositions la partie
dont il s’agissait dans notre article précédent.

Axiome I Toutes deux droites distinctes en un méme plan se rencontrent uniquement
en un seul point : soit en un point idéal qui se trouve a l'infini d'une part et d'autre sur cha-
cune d'elles, si elles sont paralléles ; soit en un point ordinaire, si elles ne le sont pas ¢ .

Axiome II Tous deux plans distincts se rencontrent uniquement en une seule droite :
soit en une droite idéale qui se trouve a l'infini de toutes parts sur chacun d'eux, s'ils sont
paralléles ; soit en une droite ordinaire, s'ils ne le sont pas ’ .

Corollaire 1 La droite est le cercle dont le centre soit a I'infini ® .

Théoréme 1 Soit O, 4, A', B, B', C et C’, sept points alignés satisfaisant a la condi-
tion:

OAxOA’=0Bx 0B =0Cx0C'#0°

Alors on a l'involution, a savoir :

OA' ABxAB ACxAC OB BCxBC BAxXBA

OA ABxABP ACxAC’ OB BCxBC' BAxBA

" OC' CAxCA CBxCPH
OC CAxCA CBxCB

Nous noterons cette configuration comme: I © ({4, 4"}, {B, B}, {C, C'}); ou plus
simplement: ({4, A"}, {B, B'}, {C, C"}).

Surtout, quand B’ et C' coincident respectivement avec B et C, nous écrirons: I © ({4,
A%, {{B}?, {C}?}m); ou plus simplement: I({4, A"}., {{B}?, {C}*}n).

Axiome III Etant donnée l'involution: 1° ({4, A", {B, B"}, {C, C"}), si 4 coincide

avec O, alors 4’ est a l'infini '! .

BP,p.1,1L11-p.1,1.29.
BP,p.1,1.30 - p.1, 1.46.
BP,p.1,147 - p.2,1.15.
9. BP,p3,15-p3,18.

10. BP,p.4,17-p.4,149.
11. BP,p.6,1.17-p.6,136.

0 =
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Nous représenterons par oo,z le point a l'infini sur la droite 4B.

Corollaire 2 Soit 19 ({4, A"}., {{B}?, {C}*},). Alors on a le rapport harmomque:

A'B _ _E 12
AB  AC
Corollaire 3 Soit O, O', 4, A', B' et C', six points alignés, tels que :
TO(A, A)e, BV, (C'V)n) et O'A=-OA.
Alors on a une autre involution :
T9({B",C"}e, {{4}%, {4} 1)
Corollaire 4 Soit 1 ({4, B}., {{B"}%, {C"}*} ). Alors on a deux autres involutions:
F({B', C"}, {O,A}) et I*({B', C"}, {0,4}) "

Toutes ces propriétés, énoncées dans la premiere partie, décrivent certaines configu-
rations bien définies de points alignés, c'est-a-dire, qui se trouvent sur une méme droite.
Dans la deuxiéme partie transcrite ci-dessous, ces configurations seront projetées dans
un plan, en telle maniére qu'elles révelent la continuité sans saut de toutes les coniques
qui, classifiées le plus souvent en trois espeéces comme le fit Apollonius, se trouvent
tenues uniformément pour images perspectives du cercle.

Comme dans notre article précédent, le texte sera divisé en sections, dont chacune
partera un titre qui la résume, en méme temps que chaque paragraphe sera numéro-
té, pour dégager la structure logique du texte et faciliter le renvoi interne. Nous avons
aussi dessiné les figures qui illustrent le texte, dont nous espérons qu'elles aideront les
lecteurs a suivre les raisonnements de Desargues, parfois extrémement ardus. Dans les
notes en bas, nous essayerons : 1° de traduire les idées de Desargues en language mathé-
matique actuel, pour les rendre accessibles aux lecteurs modernes ; 2° d'éclaircir leurs
enchainements démonstratifs. Quant a la dimension historique, nous nous bornerons ici
a mentionner les Coniques d'Apollonius, dont Desargues critique explicitement l'insuf-

fisance. Pour montrer de fagon satisfaisante I'importance historique de la géométrie de

12. BP,p.7,126-p.7,155.
13. BP,p8,139-p9, 14,
14. BP,p9,15-p.9,133.
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Desargues, qui est loin de se limiter dans les domaines mathématiques, I'espace que nous

offrent les notes marginales est trop restreint.

Notation
// (et un numéro en marge) début d’une page indiquée par ce numéro
dans la version originale
terme terme défini
® X.Y.Z (num. de paragraphe) paragraphe ajoudé par Avertissement
[texte] Avis de I’auteur dans Avertissement

‘texte corrigé [« texte original]  correction indiquée par 1’auteur
dans Avertissement
Vtexte corrigé [« texte original] ~ correction proposée par le transcripteur

4 Mise en perspective de l'involution
4.1 Lemme (théoréme de Ménélaiis)

4.1.1 La proposition qui suit au long avec sa démonstration est la méme que celle du
haut de la page 3, et dont il est dit qu'elle est énoncée autrement en Ptolémée *°.

[Cette proposition est de la figure 1.]

4.1.2 Quand en une traite ACB ' comme tronc, a trois points 4, B, C comme nceuds,
passent trois droites comme rameaux déployés ARQ, CPQ, BPR, le quelconque brin CQO
du quelconque de °ces [< ses] rameaux CPQ, contenu entre son neeud C et le quelconque
des deux autres rameaux ARQ, est & son accouplé le brin CP, contenu entre le méme
nceud C et l'autre troisiéme des mémes rameaux BPR, en raison méme que la composée
des raisons d'entre les deux brins de chacune des autres deux rameaux convenablement
ordonnés, a savoir de la raison du brin comme 4Q au brin comme AR et de la raison du

brin comme BR au brin comme BP .

15.  Voir le paragraphe 2.5.4.
16. Table des cotes des points (section 4.1):

notre transcription H A
version originale || H

P QO R S
4 n K f

Q|
[elle}

to

s OR, RP et PQ sont coupés par une droite respec-

I

17. Lemme 1 Soit un triangle POR, tel que ses trois cot
x

tivement en trois points alignés 4, B et C. Alors 2 =
GP

[

=l
o]
v



Invariance de l'involution 31

En une méme figure il y a quelquefois des lettres en cote de méme nom et d'espéces diverses, et qui
g Y aqueiq P q

se rapportent de l'impression a la stampe : mais généralement tout les K doivent étre de capitales.]

Q

4.1.3 Car, ayant par le point R, but de l'ordonnance d'entre les deux autres brins 40,
BP, mené une droite RS, parallele au tronc ACB, laquelle donne le point S 04 ce [« au]
rameau CPQ, // puis prenent le brin CS pour Ymoyen [« mitoyen] entre les deux brins CQ
et CP, et considéré le parallélisme d'entre RS et AB, le brin CQ est au brin CP, en raison
méme que la composée des raisons du brin CQ au brin CS,ou du brin 4Q au brin AR , et
de celle du brin CS au brin CP, ou du brin BR au brin BP 8.

4.1.4 Ily a plusieurs choses & remarquer de cette énonciation, quand deux des trois
rameaux sont paralleles entre eux ; quand au tronc il y a deux nceuds unis en un ; et ce
qui en °dépend, ot l'entendement ne voit goutte [« dépend].

4.1.5 La converse de cette proposition bien €noncée, et concluant que trois points

sont en une méme droite, est aussi vrai °.

4.2 Invariance de l'involution

[Cette proposition est de la figure I1.]

(6]

18. Démonstration du lemme 1. Soit § un point sur PQ, tel que RS // AB. Alors, par ce parallélisme,

SLg o 5, B0 M5
cs AR CP BP CP CS CP AR BP
QED.

19.  Clest-a-dire, étant donné le triangle POR, soit 4, B et C trois points tels que 4 € QR, B € RP, C € PQ et
satisfaisant  (1). Alors 4, B et C sont alignés. Ce qui se démontre de fagon suivante. Si 4B et PQ se rencontrent
en C, alors, par le lemme 1 et 'hypothése, _

C'Q AQ BR C_Q

E=X==

CP AR BP CP
Ainsi C' divise-t-il PQ de la méme maniere que C. Par 13, les deux points se coincident l'un avec l'autre, donc C
€ AB. QED,

11
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4.2.1 Quand a un tronc droite B'4’, 2 4 trois diverses couples de nceuds {4, 4'},
{B, B'}, {C, C'}, disposés entre eux en involution, passent trois couplés de rameaux
déployés {4V, A'V}, {BV, B'V}, {CV, C'V}, tous entre eux d'une méme ordonnance au
but ¥, ces trois couples de rameaux ainsi d'une méme ordonnance entre eux sont tous en-
semble nommées ramée d'un arbre, et chacune d'elles donne en quelconque autre droite
B 4, *menée convenablement [« menée] en leur plan, une des trois couples de nceuds
d'une involution {4, 4}, {B, B’}, {C, C'} '

4.2.2 Quand le but ¥ de l'ordonnance de ces trois couples de rameaux, ou de cette
ramée {AV, A'V}, {BV, B'V}, {CV, C'V'}, est a distance infinie, la chose est évidente du
seul parallélisme d'entre ces six rameaux.

4.2.3 Et quand le but V' de l'ordonnance de ces trois couples de rameaux, c'est-a-dire
de cette ramée, est a distance finie. Premiérement, les nceuds de chacune de ces trois
couples {4, 4"}, {B, B'}, {C, C'} sont évidemment ou mélés, ou démélés, aux nceuds de
chacune des autres couples, suivant qu'au tronc B'4’, les neeuds d'une couple sont mélés
ou démeélés aux nceuds des autres couples.

4.2.4 Davantage, cette autre quelconque droite B 4 est aussi bien que le tronc °B'A’
[< BB, d'une diverse ordonnance avec chacun des rameaux {CV, C'V} d'une quelconque
Vde [+ des] ces trois couples de rameaux de cette ramée.

4.2.5 Par le point comme C, but de l'ordonnance d'entre le tronc °B’A’ [< BB et

20. Table des cotes des points (sections 4.2- 4.3) :

notre transcription | V |A A A A4 A &
version originale || K ‘ B b 2 L ‘ H h 5
notre transcription | B B B |B B B |Cc ¢ C|C¢
version originale H C ¢ 3 | G g 4 | D d N ] F f

21. Théoréme II Soit une involution: I({4, 4'}, {B, B'}, {C, C'}), et un point ¥ qui se trouve en dehors de
la droite 4B. Si les trois couples de droites {4V, AV}, {BV, B'V}, {CV, C'V} sont coupés par une autre droite que
AB, respectivement en trois couples de points alignés {4, 4}, {B, B'}, {C, C'}, alors ces derniers constituent une
autre involution: I({4, 4"}, {B, B}, {C, C'}).

Avec la notation a la maniére de la géométrie projective d'aujourd’hui, ce théoréme s'écrit comme:

I({A, A}, {B, B'}, {C,C") et (AA)BB)CC') R (AA')(BB')CC)
= I({A A}, (B, B}, (C,C).
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le quelconque des rameaux CV de cette quelconque couple {CV, C'V}, et par le point
comme C’, but de l'ordonnance d'entre cette quelconque autre droite B 4 et l'autre ra-
meau C'V de la méme quelconque couple {CV, C'V'}, soit menée la droite CC’, qui donne

les points 4, B, B', 4", aux autres quatre rameaux AV, BV, B'V, A'V de la méme ramée .

4.2.6 Maintenant en cette quelconque autre droite B 4, le rectangle des deux quel-
conques brins {C B, C B’} est  son relatifle rectangle des brins {C’' B, C' B'}, en raison
méme que la composée des raisons du brin B C au B’ C’ et du brin B C au B C".

4.2.7 Etle rectangle des brins {C 4, C 4"}, gémeau du rectangle {C E, C E'}, est &
son relatif le rectangle des brins {C’' 4, C’ 4"}, gémeau du rectangle {C' E, C' E'}, en
raison méme que la composée des raisons du brin4 Cau 4 C'etdubrin 4’ Caud’ C".

4.2.8 Or, laraison du brin £’ C au E’ C est la méme que la composée des raisons du
brin ¥C au VC et du brin B'C auB' C'.

4.2.9 Etlaraison du brin B C au B C’ est la méme que la composée des raisons du
brin ¥'C au ¥C et du brin BC au BC".

4.2.10 C'est-a-dire que la raison du rectangle {C B, C B’} au rectangle {C' B, C’ B,
qui est la raison composée des raisons duB’ Cau B’ C' et du B C au B C, est la méme
que la composée de deux fois la raison de ¥C a VC, et des deux raisons de B'C 3 B'C’ et
deBCaBC'.

4.2.11 Or laraison de B'C a5’ C" est la méme que la composée des raisons de B'C &
B'C'etde VC'aV C'.

4.2.12 Etlaraison de BC A BC est la méme que la composée des raisons de BC a BC'

v
2. Cestandire, (AA)(BB)(CC) X (AAYNBB)CE) & (AAVBBYCC).
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etde VC'aV C'.

42.13 Clest-a-dire que la raison composée des deux raisons de 3'C aB'C'etde BC &
BC est la méme que la composée de deux fois la raison de ¥C'a V' C', et des deux raisons
de B'C 4 B'C' et de BC a BC', c'est-a-dire la raison du rectangle {CB, CB'} au rectangle
{C'B, C'B"}.

4.2.14 C'est-a-dire que la raison du rectangle {C B, C B'} au rectangle {C'B, C' B},
a savoir, la raison composée des raisons de B'CaB'Cetde BCaBC estlaméme que
la composée de deux fois la raison de ¥C & V'C, et de deux fois la raison de VC'a VC,
et des deux raisons de B'C a B'C' et de BC a BC', c'est-a-dire, de la raison du rectangle

{CB, CB" a sonrelatifle rectangle *{C'B, C'B"} [« {C'B,C"}] .

42.15 Semblablement, 1a raison du brin 4 C au brin 4 C est la méme que la compo-
sée des raisons de VCa VCetde ACa 4 C'.

4.2.16 Etlaraison dubrin 4’ C au brin 4’ C’ est la méme que la composée des raisons
de VCaVCetde A'Cad' C.

4.2.17 C'est-a-dire que la raison du rectangle {C 4, C A"} au rectangle {C'4, C" 4},
a savoir la raison // composée des raisons du 4 Cau4 C'etdu 4’ Cau A’ C', est laméme
que la composée de deux fois la raison de ¥ C & VC, et des deux raisons de AC a 4 C’

etde /'Ca4'C".

42.18 Or laraison de 4C 4 A C' est la méme que la composée des raisons de AC &
AC'etde VC'a VC'.

4.2.19 FEtlaraison de A'C 4 A" C’ est la méme que la composée des raisons de 4'C &

A'C'etde VC'aV<C.

23, Démonstration du théoréme I (1 partie: paragraphes 4.2.6 et 4.2.8 -4.2.14). Par le théoréme de Méné-
laiis, appliqué & chaque droite du couple {BV, B'V) et, d'abord au triangle C cc,

BC VC _BC BC _VC _ BC

—e—=X—= & —==—=X—=,

BCr VC  BC BC VC BC
ensuite au triangle C e,

BC BC VO BC BC VO

= X= et —=—xoX
BC BC' v(C BC BC v
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4220 C'est-a-dire que la raison composée des deux raisons de AC a4 A C' et de 4'C
a A" C" est la méme que la composée de deux fois la raison de VC’ a VT, et des deux
raisons de AC 2 AC" et de A'C 3 A'C’, c'est-a-dire la raison du rectangle {C4, CA"} au
rectangle {C'4, C'4"}.

4.2.21 Clest-a-dire que la raison du rectangle {C 4, C A"} au rectangle {C' 4, C' 4"},
a savoir, la raison composée des raisons de 4 Ca A C'etde 4’ C 4 A’ C', est la méme que
la composée de deux fois la raison de V'C a VC, et de deux fois la raison de VC'a VC,
et des deux raisons de AC 8 AC" et de 4'C & A'C’, c'est-a-dire, de la raison du rectangle
{C4, CA'} a son relatif le rectangle {C'A, C'4"} 24,

4.2.22 Or par I'hypothése, le rectangle {CA4, CA'} est a son relatif le rectangle {C'4,
C'4'}, comme le rectangle {CB, CB'}, est a son relatif le rectangle {C'B, C'B'} ; et al-
ternement, et le reste.

4.2.23 C'est-a-dire que le rectangle {C B, C B'} est & son relatif le rectangle {C' B, C’
B}, et aussi le rectangle {C 4, C 4"} est a son relatif le rectangle {C'4,C’ 4’}, chacun en

raison méme que la composée de deux fois la raison de ¥ C a VC, et de deux fois 1a rai-

Donc

CBxCB BC BC
_ [Z] Bc | BC
vc]  Be BE
—=\2 _ R —_
vé [Vc')2 BC BC M
o X| —=— o =
ve) \ve) " BC BC
—_—2 N— N
( Ve [VC' )2 CExCFH
FEle=—| X|=—=| X ———.
Vi \ %ol C'BXC'B

24. Démonstration du théoréme II (2¢ partie: paragraphes 4.2.7 et 4.2.15- 4.2.21 ). Par le théoréme de Méné-
laiis, appliqué a chaque droite du couple {4V, 4'F) et, d'abord, au triangle C C C',
AC _VC Ac &C Ve _AcC
E=S=Reem ¥ ==X —
ACr VC  AC cer Ve Al

21

ensuite, au triangle CC' C',

S
a

AC V'
= X —

e AT e

Ac AC VO
X

S X i—: et
ACr ACT v

I

R
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son de VC'a V' C', et de la raison du rectangle {CA, CA'} a son relatif le rectangle {C'4,
C'4"}, ou de son égal, par I'hypothése, la raison du rectangle {CB, CB'} a son relatifle
rectangle {C'B, C'B'}.

4224 Partant le rectangle {C B, C B’} est & son relatifle rectangle {C' B, C' B",
comme le rectangle {C 4, C 4"}, gémeau du rectangle {C B, C B'}, est & son relatif le
rectangle {C' 4, C' 4"}, gémeau du rectangle {C’ B, C’ B'}; et alternement, changeant,
divisant, composant, et le reste.

4225 Ainsi les trois couples {4, 4"}, {B, B}, {C, C'} sont en involution > .

4.3 Involution et parallélisme

43.1 Etquand cette quelconque autre droite B 4 est paralléle au quelconque des six
rameaux d'une ramée, l'accouplé de ce rameau paralléle donne en cette droite la souche
de cette involution pour nceud extréme couplé a la distance infinie .

4.3.2 Quand il n'y a point ici d'avis touchant la diversité des cas d'une proposition,

Donc

1]
X

|

|

=

X | X
o
=
~
a
i
3

o
=
B
o

o
>
A

_,
X
il
&zl
X
2 2
A3

2

5l SNl

1}
—_——
<
S
)
X
s
g
Q
@
3]
a8
3
a

X
X

| &
5

(=l

25. Démonstration du théoréme II (3¢ partie : paragraphes 4.2.22- 4.2.25). Par 1'hypothése, on a
CBxCB _ CAxCA

CBxCB CAxXCA

™

3
O
S
X
P!
S

X

3
S
NN I

X
——
<
Q
Q
=
X
a
o

Ve

dong, par (1) et (2), on obtient

QED.
26. Corollaire 5

v
I({A, A}, (B, B}, {C, C'}), (AA)BBYCC") & (AA)BB')CC)
et ABjcv = IP(A A, {B, B}, (s C'})
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la démonstration en convient a tous les cas, sinon il en est ici fait mention pour avls.
[Cette proposition est de la figure Ill.]
4.3.3 En cette proposition, aux cas de quatre points en involution, quand cette quel-

conque droite B 4 se trouve paralléle au quelconque de ces rameaux CV, le nceud comme

C' mipartit le brin [B B[4 47

[AAT] C [BRIV c

4.3.4 Car, ayant fait que cette quelconque B A, ou sa paralléle, qui est méme chose,
passe au point [BB'].

4.3.5 D'autnat que les droites CV et [B B'][4 A"] sont paralléles entre elles, [B B']
[4 A" est a CV, comme [AA"|[BB"] est & [44"]C, et CV est & [B B'|C’ comme C'C est &
C'[BB']. C'est-a-dire, que la [B B'|[4 4" est 4 [B B|C’, en raison méme que la composée
des raisons de [A4'][BB"] a [AA]C et de C'C a C'[BB'] ¥, qui a été démontrée la raison
double % .

4.3.6 Partant, [B B[4 A"] est double de [B B|C".

4.3.7 La converse en est évidemment aussi vraie, que quand 'un des rameaux C'V

mipartit le brin comme B 4, cette droite B A est paralléle au rameau CV, couplé du ra-

meau C'V; car, puisque les quatre points que ces rameaux y donnent sont en involution,

27. 1ls'agitici de la similitude de deux couples de triangles:
[BB'][AA] _ [AA][BB]

A[AA'|[BB'J[AA'] ~ alAA’ICV

>

et v Yolal
aC'CV ~ oC'|BB'IC = -

Dang (BBIAZ] _[BBIAR] TV _[AABE] CC

[BB'IC cv [BB'IC [AA']IC  C'|BB]

28. Voir le paragraphe 3. 9.13.
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et que le point C" mipartit le brin [B B'|[4 A7, le quatriéme point C, que donne le rameau
CV, est a distance ®infinie [« fiinnie] %°.

43.8 11y a autre démonstration particuliére de cette converse; comme, soit menée
la droite BCA, paralléle 2 C'V, il est démontré que rameau V'C mipartit enC cette droite
BCA %, et par I'hypothése, le rameau C'V mipartit en C' la droite [B B[4 A'], et 4 cause
du parallélisme d'entre les droites {BA, C'V}, le rameau C'V mipartit en V le coté A[4
A’] du triangle A[B B|[4 4], “donc [<dont] le rameau CV mipartit encore en ¥ le méme
c6té du méme triangle, et partant, ce rameau CV est paralléle au troisiéme coté [B B]

[4 4"] du méme triangle.

4.4 Rameaux correspondants
4.4.1 Au cas de quatre seuls points 4, C, B, C'3! en involution en une droite, o
passent quatre rameau déployés AV, CV, BV, C'V d'une ordonnance entre eux au but V,
les deux rameaux comme {CV, C'V}, ou {4V, BV}, qui passent a deux points correspon-
dants entre eux {C, C"} ou {4, B}, sont ici nommés rameaux correspondants entre eux.
4.4.2 Et quand en ce cas, deux rameaux {4V, BV} correspondants sont perpendicu-
laires entre eux, ils mipartissent chacun un des angles d'entre les autre deux rameaux

{CV, C'V}, aussi correspondants entre eux > .

29. Ce qui s'ensuit de I'axiome III. )
30. Delhypothése: I((C,C’)., {{AP {BP}.) et ABCC' A ABCoosp, suit Vinvolution :
IE(C, ozg)e, (1AF, (B ).

31. Table des cotes des points (section 4.4) :

9]
(5]

notre transcription H \4 |

A |c|c
version originale || K | B

c
| D[ F

=
w byt

~
™

32. Corollaire 6
I1({C, C%., {4}%, {B}*}m) et AV L BV = LCVB= ZC'VB.
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4.4.3 // Car, ayant mené la droite CC’, paralléle au quelconque des rameaux 4V, per- |3
pendiculaire a son correspondant BV, cette droite YCC' [« AC"] est aussi perpendiculaire
%3 ce[« au] rameau BV.

4.4.4 De plus, a cause de ce parallélisme d'entre 4V et CC’, le rameau BV mipartit
VCC' [« CC" au point B.

4.4.5 Ainsi, les deux triangles ¥ BC, V' B C' ont chacun un angle droit au point B, et
les cotés BV , BC et BV, B C', qui comprennent ces angles égaux ¥ BC, V' B C', égaux
entre eux.

4.4.6 Partant, les deux triangles ¥ BC, ¥ B C' sont égaux et semblables entre eux.

4.4.7 Donc le rameau BV mipartit un des angles CVC' d'entre deux autres de ces
rameaux correspondants d'entre eux {CV, C'V}, et le rameau AV mipartit évidemment
aussi l'autre des angles d'entre les mémes rameaux correspondants {CV, C'V}.

4.4.8 Etquand un quelconque de ces rameaux BV mipartit un des angles CVC’ d'entre
deux autres de ces rameaux correspondants entre eux {CV, C'V'}, ce quelconque rameau
BV est perpendiculaire & son correspondant le rameau 4V, lequel mipartit aussi l'autre
des angles d'entre les méme rameaux correspondants {CV, C'V} 3 .

4.4.9 Car, ayant mené la droite comme CC', perpendiculaire & ce quelconque rameau
BV, les deux angles BC, ¥ B C’ ont chacun un angle droit au point B, et encore chacun
un angle égal au point ¥, et de plus un c6té commun VB ; partant, ils sont semblables et
égaux, et le rameau BV mipartit CC' au point B.

4.4.10 Conséquemment le rameau AV est paralléle 4 la droite CC”, et partant, il est
perpendiculaire a son correspondant le rameau BV.

4.4.11 Quand en un plan, de quatre droites AV, CV, BV, C'V, d'une méme ordonnance
entre elles au but ¥V, deux comme °AV [< CV], BV sont perpendiculaires entre elles, et mi-
partissent chacune un des angles que les autre deux {CV, C'V} font entre elles, ces quatre

doites-la donnent évidemment en quelconque autre droite °4CBC’ [<AC, BC'], menée en

33. 1l s'agit d'une des réciproques du corollaire 6:
I({C, C"., {{4}* {B}*}n) et ZLCVB = ZLC'VB = AV L BV.
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leur point, quatre points 4, C, B, C’, disposés entre eux en involution .

[Quelquefois un seul et méme point en représente quatre en involution,]

4.4.12 Quand en un plan, une droite C'V mipartit en C’ un des c6tés BA d'un triangle
ABA, et qu'au point ¥, qu'elle donne au quelconque A4 des autres deux cotés de ce
triangle, passe une autre droite CV,, paralléle au coté miparti BA, les quatre points comme
A, C, B, C', que cette construction donne au troisi¢me c6té 4B du méme triangle, sont
entre eux en involution *.

4.4.13 Et quand & I'angle A, soutenu du coté miparti B4, passe une autre droite AC’,
paralléle au c6té miparti B4, les quatre points C', C', ¥, C', que donnent en cette droite
C'V, les trois cbtés AB, BA, A4 de ce triangle ABA, et la droite menée AC’, sont entre eux

en involution.

il
m.,.z5:§%i%%%!i%{iii|Ii%}I{E%ﬁlﬁiﬁilﬁﬁﬂllﬂlliﬂﬂmf

4.4.14 °Ce qui, pour la premiére partie, est [< Ce qui est] évident en menant encore
la droite comme BYV; car, en la droite mipartie, B, C’, 4 et la distance infinie sont en en
involution, auxquels passent quatre rameaux d'une ordonnance au but V, et partant, ils
donnent en la droite 4B quatre points 4, C, B, C'en involution * .

4.4.15 OBt pour la seconde partie, [<Et] en menant la droite 4C’, semblablement en la

droite BA4, les trois points & distance finie B, C’, 4 et la distance infinie sont en involution,

34. 1l s'agit d'une autre réciproque du corollaire 6:
ZCVB =ZCVB et AV L BV = I({C, C'}e, {{4}% {B}*}m).
35. Les paragraphes suivants décrivent deux fagons de construire les quatre points constituant une involution
avec un triangle donné (A4BA).
36. Lal* construction (les paragraphes 4.4.12,4.4.14 et 4.4.17) :

v
T({oopz, C'Ye, {{AY, (BY}w) et AcopzBC' R ACBC’

= I(C, C'), AP, (BP)).



Invariance de l'involution 41

auxquels passent quatre rameaux d'une ordonnance au but 4, qui partant donnent en la
droite C'V quatre points C", C", ¥, C’ en involution *’.

°4.4.16 Alors qu'une droite C'BA coupe en la droite 4 C' une piéce comme BC', égale
ala piece comme A4 C', c6té d'un triangle comme 4 C'V, cela s'appelle ici que cette droite
C'BA double ce cté A C' de ce triangle 4 C'V.

4.4.17 Quand en un plan, une droite C'BA double un des c6té 4 C' d'un triangle
A C'V, et qu'au point 4, qu'elle donne au quelconque 4 ¥ des autres deux cotés du méme
triangle, passe une droite AC', paralléle au c6té doublé 4 C', cette construction donne au
troisiéme c6té V'C' de ce triangle 4 C'V, quatre points C", C', ¥, ' en involution, comme
il est évident, ayant mené la droite AC".

4.4.18 Et quand a l'angle V, soutenu du c6té doublé 4 C', passe une droite C¥, pa-
ralléle au c6té doublé 4 C', cette construction donne en la droite doublante C'4 quatre
points C', B, C, 4 en involuion, comme il est évident, ayant mené la droite BV.

4.4.19 Cette matiére foisonne en semblables moyens pour conclure qu'en une droite,
quatre points ou bien trois couples de nceuds sont involution; mais ceci peut suffire a en

ouvrir la maniére avec ce qui suit.

5 Mise en perspective du cercle
5.1 Rouleau, colonne et cornet

5.1.1 Quand une droite, ayant un point immobile, se meut par le bord, autrement la
circonférence d'un cercle, le point immobile de cette droite est ou bien au plan, ou bien
hors du plan de ce cercle.

5.1.2° Quand le point immobile de cette droite est au plan de ce cercle, il y est a dis-
tance ou finie, ou infinie.

5.1.3  Et en chacun de ces deux espéces de position de ce point immobile au plan

37. La2° construction (les paragraphes 4.4.13, 4.4.15 et 4.4.18): ,
T({oops, €'Y, AV, (BY),) et BC'Acogz A C'C'VC

= I3, Ce VP ACP ).
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de ce cercle, toujours cette droite, en se mouvant, demeure au plan de ce cercle, et aux
diverses places qu'elle y prend en se mouvant, elle y donne une ordonnance de droites
qui rencontrent le cercle, et dont le but est & distance ou finie, ou infinie.

5.1.4 // Quand le point immobile de cette droite est hors du plan de ce cercle, il y est
a distance ou finie, ou infinie ; et en chacune de ces deux espéces de position

de ce point immobile hors du plan du cercle, cette droite, en se mouvant, demeure
toujours hors du plan de ce cercle, et en sa révolution, elle environne, enferme

ou décrit un massif, autrement solide, ici nommé rouleau, comme d'un nom de sur-
genre qui contient deux sous-genre.

5.1.5 Le point immobile de cette droite est nommé sommet de ce rouleau.

5.1.6 Le cercle par le bord duquel cette droite se meut, est ici nommé base ou assiette
plate de ce rouleau.

5.1.7 L'espace que cette droite parcourt en se mouvant, est ici nommé enveloppe,

autrement surface de ce rouleau ** .

38. Définition I Soit un point immobile, une droite infinie mobile et un cercle, tels que le point immobile
se trouve hors du plan du cercle, et que la droite mobile tourne, en passant par le point immobile, au long de la
circonférence du cercle. Alors la surface décrite par la droite mobile, composée de deux nappes s'opposant l'une a
I'autre au point immobile, est appelée cone, dont le point immobile est le sommet, et le cercle, la base.

En insistant sur la rotation de la droite mobile, Desargues nomme le cone rouleau.

La théorie traditionnelle des coniques date d'Apollonius de Perge (vers III° siécle av. J.-C.), dont nous verrons
comment Desargues s'écarte dans ce qui suit. Voici la premiére moiti¢ des difinitiones primae [sic] que donne
Apollonius au début du 1¢ livre de ses Conigues (nous citons de 1'édition que Desargues aurait lue : F. Comman-
dino, Apollonii Pergae Conicorum Libri quattuor, quae omnia nuper Federicus Commandinus Urbinus Mendis
quampluribus expurgata e Graeco convertit, et commentariis illustravit, Bologne, 1566, p. 6):

1 Si ab aliquo puncto ad circumferentiam circuli, qui non sit in eodem piano, in quo punctum,
conjuncta recta linea in utramque parte producatur; et manente puncto convertatur circa circuli
circumferentiam, quousque ad eum locum redeat, a quo coepit moveri; superficiem a recta linea
descriptam, constantemque ex duabus superficiebus, ad verticem inter se se aptatis, quarum utraque
in infinitum augetur, nimirum recta linea, quae eam describit in infinitum producta, voco conicam
superficiem. 2 Verticem ipsius, manens punctum. 3 Axem, rectam lineam, quae per punctum et
centrum ciurucli ducitur. 4 Conum autem voco, figuram contentam circula et conica superficie,
quae inter verticem et circuli circumferentiam interjicitur. 5 Verticem coni, punctum, quod et su-
perficiei conicae vertex est. 6 Axem, rectam lineam, quae a vertice ad circuli centrum perducitur.

7 Basim, circulum ipsum. 8 Conorum rectos quidem voco, qui axes habent adrectos augulos ipsis
basibus. 9 Scalenos vero, qui non ad rectos angulos ipsis basibus axes habent.

Ainsi Desargues définit-il son rouleau, presque de la méme maniere qu'Apollonius l'avait fait du cone par la
rotation d'une droite infinie ayant un point immobile, & ceci prés que le rouleau ne contient pas la notion d'axe et
celles qui en dépendent : pour Desargues, le centre d'une conique (coupe de rouleau selon lui), par lequel passe
I'axe du cdne, ne sera qu'un point parmi d'autres dans le plan de cette conique. Voir la section 5.3.
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5.1.8 Quand le point immobile de cette droite est a distance infinie hors du plan du
cercle au bord duquel elle se meut, le rouleau qu'elle décrit est d'une grosseur égale en
tous les endroits de sa longueur a quelconque distance finie, et est ici nommé colonne,
autrement cylindre, dont il est évident qu'il y a des espéces.

5.1.9 Quand le point immobile de cette droite est & distance finie hors du plan du
cercle au bord duquel elle se meut, le rouleau qu'elle décrit en sa révolution est restreint
a son point immobile, auquel il n'a pas de grosseur qu'un seul point, de part et d'autre
duquel il va s'élargissant a I'infini par deux cornets opposés entre eux a ce point immo-
bile, et est ici nommé cornet, autrement céne, dont il est évident qu'il y a des espéces.

5.1.10 Ainsi, la colonne ou cylindre, et le cornet ou cone, sont deux sousgenre d'un
sur-genre ici nommé rouleau, dont il est ici traité principalement en général ** ; et ou I'on
concevra qu'une seule partie de ce cornet ou cone contenue de 1'un des cotés de son som-
met, et qui passe ailleurs pour un cbne entier, n'est ¥ considérée [« considéré] ni ne passe
ici que pour une moitié¢ de cornet ou de cone, et non pas pour un cone entier.

5.1.11 Et partant, & ce mot cornet ou céne, on concevra les deux parties ensemble et a

la fois de cone opposées entre elles a leur sommet, le cone autrement n'étant pas entier.

5.2 Coupes de rouleau

5.2.1 Quand un plan autre que celui du cercle, assiette ou base de rouleau, rencontre

39. Corollaire 7 Le cylindre est le cone dont le sommet soit a l'infini.
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ce rouleau, pour cela ce plan est nommé ici plan de coupe du rouleau *° .

5.2.2 Un tel plan de coupe rencontre un semblable rouleau, ou bien au sommet, ou
bien hors du sommet, et en chacun endroit, c'est en 'une de ces deux fagons : ou que
la droite qui décrit le rouleua ne se trouve, en se mouvant, jamais paralléle & ce plan de
coupe; ou qu'elle s'y trouve quelquefois parallele *! .

5.2.3 en fagon paralléle Quand un semblable plan de coupe rencontre un rouleau a
son sommet, que la droite qui décrit ce rouleau ne se trouve, en se mouvant, jamais a ce
plan de coupe.

5.2.4 Sile sommet de ce rouleau se trouve a distance infinie, I'événement en est ini-
maginable, et I'entendement est incapable de comprendre, comment les événements que
le raisonnement lui en fait conclure peuvent étre.

5.2.5 Si le sommet de ce rouleau se trouve a distance finie, il est évident que cette
droite ne donne qu'un seul point en ce plan de coupe.

5.2.6 Quand un plan de coupe rencontre un rouleau en son sommet, de facon que la
droite qui décrit ce rouleau se trouve, en se mouvant, quelquefois paralléle a ce plan de
coupe.

5.2.7 Sile sommet de ce rouleau se trouve a distance infinie, la droite qui décrit ce
rouleau demeure, en se mouvant, toujours paralléle a ce plan de couple.

5.2.8 Si le sommet de ce rouleau se trouve a distance finie, la droite qui décrit ce

rouleau ne demeure pas, en se mouvant, toujours parallele a ce plan de couple.

40. Définition II L'intersection du céne avec un plan quelconque est appelée conique.
Ingénieur versé dans la perspective, Desargues définit la conique, ou coupe de rouleaun selon lui, comme
image perpective du cercle.
41. Soit ¥ le sommet, 7 le plan sécant, g la droite génératrice du cone. Voici comment Desargues classifie
les coniques dans les paragraphes qui suivent :

Ver | Valinfini | casoug fx | conique engendrée

vrai faux 0 un point (525)
vrai faux 1 une droite (5.2.10)
vrai faux 2 deux droites concourantes (5.2.11)
vrai vrai innombrables || deux droites paralléles (52.7)
faux faux 0 une ellipse (5.2.14,5223)
faux faux 1 une parabole (5.2.17,5.224)
faux faux 2 deux branches d’une hyperbole  (5.2.18,5.2.25)

En outre, Désargues énumére trois cas inimaginables, ol m rencontre le cone & l'infini (5.2.4, 5.2.13 et 5.2.15).
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5.2.9 Et en chacune de ces deux espéces de position du sommet de ce rouleau, la
droite qui le décrit se trouve, en se mouvant, ou bien une seule fois, ou bien deux di-
verses fois, en ce plan de couple.

5.2.10 Quand elle ne s'y trouve qu'une fois, elle donne une ligne droite en ce plan de
coupe qui lors est joint au rouleau de son long, ou comme on dit autrement, touche le
rouleau en ce plan de coupe.

5.2.11 Quand elle s'y trouve deux diverses fois, elle donne deux lignes droites en ce

plan de coupe, qui fend alors ce rouleau de son long par le sommet.

5.2.12  Quand un semblable plan de coupe rencontre un rouleau ailleurs qu'en son
sommet, en fagon que la droite qui décrit ce rouleau ne se trouve, en se mouvant, jamais
paralléle a ce plan de coupe.

5.2.13 Si cette rencontre est a distance infinie, I'événement est inimaginable, et I'en-
tendement trop faible pour comprendre comment peut étre ce que le raison- nement lui
en fait conclure.

5.2.14 Si cette rencontre est a distance finie, la droite qui décrit ce rouleau trace en ce
plan de coupe, en se mouvant, une ligne courbe, laquelle a distance finie rentre et repasse
en soi-méme, et dont il y a des espéces +* .

5.2.15 Quand un semblable plan de coupe rencontre un rouleau ailleurs qu'en son
sommet, en fagon que la droite qui décrit ce rouleau se trouve quelqeufois paralléle a ce
plan de coupe, I'événement de cette espéce est du tout inimaginable pour le regard de

l'espéce de rouleau nommeée cylindre, et encore pour l'espéce nommeée cone, quand la

42.  L'excentricité de l'ellipse varie entre O et 1.
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rencontre est a distance infinie.

5.2.16 Et quand un semblable plan de coupe rencontre un cone ailleurs qu'en son
sommet, en fagon que la droite qui décrit ce cone se trouve quelgeufois parallele a ce
plan de coupe, elle s'y trouve ou une seule fois, ou bien deux diverses fois parallele.
5.2.17 Quand elle s'y trouve une seule fois parallele # , elle y trace une ligne courbe,
laquelle & distance infinie rentre et repasse en soi-méme, et dont il n'y a qu'une espéce * .
5.2.18 Quand elle s'y trouve deux diverse fois parallele ** , elle y trace une ligne
courbe, laquelle 4 distance infinie se mipartit en deux égales et semblables moitiés, op-
posées entre elles dos & dos, desquelles une seule n'est considée et ne passe ici que pour

une moitié de 1'événement de cette position de plan de coupe au regard du rouleau qu'il
rencontre, et dont il y a des especes *

e

5.2.19 Voila comme la rencontre d'un tel plan de coupe et d'un rouleau, sans consi-

déer son assiette, se fait ou bien en un seul point, ou bien en une seule droite, ou bien en
deux droites en un méme plan, ou bien en une ligne courbe.

5.2.20 Et laissant & part les espéces des rencontres qui se font en un point et en
une seule droite, pour discourir seulement des autres especes, 1'espace que ce plan en

ces autres espéces de rencontre occupe du massif du rouleau, est ici nommé coupe du
rouleau.

43. L'axe de la parabole est paralléle & une des génératrices du cone.
44. L'excentricité de la parabole est toujours égale a 1.

45.
46.

Chacune des deux asymptotes de I'hyperbole est parall¢le & une des génératrices du cone.
L'excentricité de I'hyperbole varie entre 1 et +°.
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5.2.21 Les lignes droites ou courbes, que la droite qui décrit le rouleau trace en se
mouvant au plan de coupe, sont ici nommeées bord de la coupe du rouleau.

5.2.22 Quand le bord d'une coupe de rouleau se trouve étre deux droites, le but de
leur ordonnance est a distance ou finie, ou infinie.

5.2.23 Quand le bord d'une coupe de rouleau se trouve étre une ligne courbe, laquelle
a distance finie rentre et repasse en soi-méme, la figure en est nommée ou cercle, ou
ovale, autrement ellipse; en francais, défaillement.

5.2.24 Quand le bord d'une coupe de rouleau se trouve étre une ligne courbe, laquelle
a distance infinie rentre et repasse en soi-méme, la figure en est nommée parabole ; en
francais, égalation.

5.2.25 Quand le bord d'une coupe de rouleau se trouve étre une ligne courbe, laquelle
a distance infinie se mipartit en deux moitiés opposées dos a dos, la figure en est nommée
hyperbole ; en frangais, outrepassement ou excédement.

%5.2.26 Les plus remarquables propriétés des coupes de rouleau sont communes a
toutes les especes, et les noms d'ellipse, parabole et hyperbole ne leur ont été donnés
qu'a raison d'événements qui sont hors d'elles et de leur nature ¥/ .

5.3 Traversale et ordonnées
5.3.1 Quand en un plan, une droite rencontre une quelconque figure, cette rencontre

est considérée seulement & 1'égard du bord de cette figure, et la rencontre en un plan

47. Par les premiers théorémes du livre I de ses Coniques, Apollonius décrit les coniques en fonction de la
position mutuelle entre le plan sécant et le triangle par l'axe, a savoir celui qui se définit par I'axe du cone et un
diamétre de sa base, en telle sorte que, avec les coordonnées cartésiennes (dans chacune des coniques, son axe
comme abscisse et sa tangente a son sommet comme ordonnée), nous pouvons transcrire les résultats de ces théo-
rémes par les trois équations:

ye px— 1—))(2, Y =px et y=px+ sz (p, g : constantes > 0).
q q

C'est en considérant * (p/q)x> comme défaut ou excés par rapport & px, qu'Apollonius appelle chacune des
figures représentés par ces équations, respectivement ellipse (théoréme X1), parabole (théoréme XII) et hyperbole
(théorémes XIII et XIV); ce qui veut dire, selon la traduction latinisante de Desargues, défaillement, égalation et
outrepassement ou excédement.

Tout cela montre une affinité profonde entre Apollonius et la géométrie analytique & la maniére de Descartes
ou de Fermat, alors que Desargues critique la conception d'Apollonius selon le triangle par l'axe, en affirmant
qu'elle dissimule la nature commune a toutes ces courbes, en marquant plutdt leur différence. Voir les paragraphes
5.3.14 et 5.3.15.
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d'une droite d'une droite avec le bord d'une figure se fait en deux points, qui parfait sont
unis en un seul ; auquel cas, elle touche cette figure.

[Cette définition est de la figure III1.]

5.3.2 Quand en un plan, une figure UP, UQ “® est rencontrée de plusieurs droites
VOP, V O P, ¥V O P d'une méme ordonnance entre elles, et qu'une méme droite UATB
donne en chacune de ces droites d'une méme ordonnance entre elles, un point 4, T, B,
couplé au but V' de leur ordonnance en involution avec les deux points comme {Q, P},
{0, P}, {0, B}, qu'y donne le bord de la figure UP, UQ, une telle droite ATB est pour
cela nommée ici fraversale des droites de I'ordonnance au but V, a I'égard de cette figure
UP, UQ,; et les droites de cette ordonnance au but V sont pour cela nommées ordonnées
de la traversale UAT & 1'égard de la méme figure UP, UQ *.

5.3.3 Le point qu'une traversale donne a son ordonnée y est nommé traversal.

°5.3.4 Une quelconque droite du corps des ordonnées d'une traversale, et qui ne
rencontre point, ou qui seulement touche la figure, est a 1'égard de cette traversale ici

nommée ordinale, a distinction de ses ordonnées qui traversent la figure.
U v

5
°5.3.5 Toute droite qui mipartit une figure y est nommeée diamétrale de cette figure,

et diamétraversale, eu encore égard égard a ses ordonnées > .

48. Table des cotes des points (section 5.3) :
notre transcription || A B |P Q| P Q|P Q|T U V
versionoriginale | G OB C|K 1]|Y X|H N F
49. Desargues introduit ici ce que nous appelons aujourd'hui péle (le but des ordonnées) et polaire (la tra-
versale de ces ordonnées).
50. Quand le bur V de l'ordonnance des ordonnées {PV, PV, PV) est a I'infini, toutes ces ordonnées sont
paralléles I'une & l'autre, et la traversale TU bissecte la conique (P4 = AQ, etc.). Dans ce cas-1a, Desargues appelle
la droite TU diamétre ou diaméiraversale de celle-ci, comme l'avait fait Apollonius dans la seconde moitiés de ses
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5.3.6 Et en chacune de ces ordonnées sont ensemble considérées les deux pieces
ou segments comme " {AP, AQ} [« {BP, BQ}], qui sont Ycontenues [«—contenus] entre la
traversale et chacun des rencontres de cette droite avec le bord de la figure. Et les deux
piéces ou segments comme { VP, ¥Q!, qui sont contenues entre le but ¥ de leur ordon-
nance et chacun des rencontres de la méme droite avec le bord de la figure.

5.3.7 De fagon que quand en un plan, les droites VP, VP, VP d'une ordonnance au but
V, rencontrent une figure UP, UQ, il y a quatre espéces de plus grande et de plus petite
a considérer aux droites de la méme ordonnance au but V.

5.3.8 La plus grande et la plus petite d'elles qui est contenue entre leur but commun
V et leur rencontre avec le bord de la figure de l'espéce du rencontre P.

5.3.9 La plus grande et la plus petite d'elles Vcontenue [—contenues] entre leur but
commun V et leur rencontre avec le bord de la figure de I'espéce du rencontre Q.

5.3.10  Et celle d'elles dont la piece ou segment comme PQ, qui est Ycontenue
[«contenu] dans la figure, est la plus grande ou la plus petite.

5.3.11 Ou bien celle d'elles dont la somme ou la différence des deux piéces comme
{VP, VQ} et comme Y{4P, AQ} [« {BP, 4)BQ], contenues entre leur but commun ¥ et

leur traversale YAU [« BU], et chacun de ses rencontres avec le bord de la figure, c'est la

difinitiones primae (Commandino, ibid.):
10 Omnes curvae lineae in uno piano existentis déametrum voco rectam lineam, quae quidem

ducta alinea curva, omnes lineas, quae in ipsa ducuntur, cuidam lmeae aequidistantes bifariam divi-

dit. 11 Verticem lineae terminum rectae, qui est in ipsa linea. 12 Ordinatim ad diametrum

ipplicari

dicitur, unaquaeque linearum aequidistantium. 13 Similiter et duarum curvarum linearum in uno

piano existentium, diametrum quidem fransversam voco, rectam lineam, quae omnes in utraque

ipsarum ductas, lineae cuidam aequidistantes bifariam dividit. 14 Vertices linearum, diametri ter-

minas, qui sunt in ipsis lineis. 15 Rectam vero diametrum voco, quae inter duas !ines posita, lineas

omnes ductas, rectae cuidam aequidistantes, et inter ipsas in- terjectas bifariam secat. 16 Ordinatim

ad diametrum applicari dicitur unaquaeque linearum aequidistantium. 17 Conjugatas diametros

voco curvae lineae et duarum curvarum, rectas lineas, quarum utraque diameter est, et lineas alteri

aequidistantes bifariam dividit. 18 Axem vero curvae lineae, et duarum curvarum, rectam lineam,

quae cum sit diameter curvae lineae, vel duarum curvarum, aequidistantes ad rectos secat angulos.

19 Axes conjugatos curvae lineae, et duarum curvarum, rectas lineas, quae cum sint diametri conju-

gatae, ipsis aequidistantes ad rectos angulos secant.
Nous pouvons imaginer facilement comment toutes ces notions aboutiraient a celle de coordonnées dans le déve-
loppement de la géométrie analyitique, alors que chez Desargues, le diamétre, n'étant qu'un cas parmi d'autres de la
traversale, n'a aucune raison d'étre priviligié; ce par quoi il se distingue d'Apollonius, pour réclamer I'universalité
de sa méthode.
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plus grande ou la plus petite.

5.3.12 // Partant, a ces mots traversale, ordonnées, on concevra que les droites dont 16
il est entendu parler sont ainsi nommées a I'égard d'une coupe de rouleau qui

est au méme plan que ces droites.

°5.3.13 Quand en un plan, aucun des points d'une droite n'y est & distance finie, cette
droite est a distance infinie *' .

5.3.14 D'autant qu'en un plan, le point nommé centre d'une coupe de rouleau n'est
qu'un cas d'entre les innombrables buts d'ordonnances de droites, il ne doit étre ici jamais
parlé de centre de coupe de rouleau.

°5.3.15 D'autant que toute droite qui passe au sommet d'un rouleau et au quelconque
but d'ordonnance de droites au plan de sa base, a une propriété commune avec celle
qui passe au but des diamétrales de la base de ce rouleau, jamais il ne doit étre ici parlé
d'essieu de rouleau ** .

°5.3.16 Les droites paralléles entre elles sont chacune d'une et d'autre part cotées
d'une méme lettre, qui représente le but de leur ordonnance a distance intinie *.

5.3.17 Un semblable événement de traversale et d'ordonnées est fréquent aux plates
coupes du rouleau quelconque.

5.3.18 Etle bord de la figure avec le but des ordonnées et leur traversale, donnent en
chacune des ordonnées toujours quatre points en involution, dont les deux qu'y donne le
bord de la figure sont les correspondants entre eux, et celui du but de l'ordonnance avec

celui Yqu'y [« qui] donne la traversale sont aussi correspondants entre eux ** .

51. Voir la section 1.3.

52. Desargues pense 2 la notion clé de la théorie d'Apollonius, le triangle par l'axe.

53.  Voir par exemple la figure de la section 5.4.

54. Par la définition de la traversale, on a I ({P, O), {V, 4)), etc., dans la figure ci-dessus de cette

section. D'ici jusqu'a la fin de la section, Desargues décrit les cas de cette involution sur chacune des ordonnées.
Soit O le milieu du segment PQ :

conditions | nature de la rraversale 3 1’égard de la conique
OA=0¢et OV=0c0 diametre (5.321,53:29,5.3.33,5.3.35)
0<0A< 5@ <OV < o | séeante a deux points (5.3.27,5.3.33)
0<OA =00 =0V < | tangeante  un point (53.22,5.3.26,53.32)
0< 0V <0Q < 0A < oo | aucune intersection (5.3.30)

OV=0ct OA = droite & I’infini (5321,5.3.29,5.3.30,5.3.35)
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5.3.19 Ou bien en chacune des ordonnées, le but de leur ordonnance est couplé au
point qu'y donne leur traversale, en involution avec les deux points qu'y donnen le bord
de la figure ; et au rebours.

5.3.20 Ou bien en chacune des ordonnées, les deux points qu'y donne le bord de la
figure sont couplés en involution avec ces deux autres points, le but de leur ordonnance
et celui qu'y donne le traversale.

5.3.21 Or comme en une involution de quatre points, quelquefois les deux de la
couple des extrémes sont ¢loignés 1'un de l'autre, en fagon que l'un est uni a la souche, et
l'autre est a distance infinie.

5.3.22 Par contre, aussi les mémes deux nceuds ou points de la couple d'extrémes
sont quelquefois approchés jusques a étre unis ensemble 3 un méme des autres deux
neeuds ou points moyens et correspondants entre eux, auquels cas les quatre points de
l'involution se trouve réduits a deux seuls points, 4 un desquels on en concevra trois unis
en un.

5.3.23 1ly a beaucoup a dire au sujet des quatre points en involution d'une ordon-
nance de droites avec la traversale et le bord de leur figure, mais en ce Brouillon il suffira
de dire quelque choses des especes d'événements plus généraux, qui peuvent en faire
voir aisément le particulier.

5.3.24  Au plan d'une coupe de rouleau quelconque, le but d'une ordonnance de
droites, autrement d'un corps d'ordonnées, est ou bien au bord, ou bien hors du bord de
la figure, et en chacune de ces deux positions, il est ou bien  distance finie, ou bien a
distance infinie.

5.3.25 Auplan d'une coupe de rouleau quelconque, la traversale d'une ordonnance de
droites, autrement d'un corps d'ordonnées, ou bien rencontre, ou bien ne rencontre pas le
bord de la figure, et en chacune de ces deux positions, elle est ou bien & distance finie,
ou bien 4 distance infinie.

5.3.26 Quand le but d'un corps d'ordonnées est au bord de la figure a distance finie ou

infinie, la traversale de I'ordonnance est du corps méme des ordonnées, et passe au but
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de l'ordonnance, auquel elle touche la figure.

5.3.27 Quand le but des ordonnées est hors du bord de la figure a distance ou fini ou
infinie, et que toutes les ordonnées rencontrent le bord de la figure, la traversale ne le
rencontre pas ; et si toutes les ordonnées ne rencontre pas le bord de la figure, la traver-
sale le rencontre.

5.3.28 Davantage, les deux piéces de chacune des ordonnées, contenues entre leur
but et chacun des deux points qu'y donne le bord de la figure, sont ou bien égales, ou
bien inégales entre elles.

5.3.29 Quand elles sont égales entre elles, aussi les deux pieces de chacune des
mémes ordonnées, contenues entre leur traversale et chacun des deux points qu'y donne
le bord de la figure, sont égales entre elles; et au contraire.

5.3.30 Et par contre, quand la traversale d'un corps d'ordonnées a distance ou finie,
ou infinie, ne rencontre pas le bord de la figure, toutes les ordonnées le rencontrent.

5.3.31 Quand la traversale d'un corps d'ordonnées a distance ou finie, ou infinie,
rencontre le bord de la figure, elle le rencontre ou bien en un, ou bien en deux points.

5.3.32 Quand elle le rencontre en un point, ce méme point est le but °de ses [< des]
ordonnées.

5.3.33 Quand elle le rencontre en deux points, toutes ses [< les] ordonnées ne le
rencontrent pas.

5.3.34 Davantage, les deux piéces de chacune des ordonnées, contenues entre leur
traversale et chacune de leurs deux rencontres avec le bord de la figure, sont ou bien
égales, ou bien inégales entre elles.

5.3.35 Quand elle sont égales entre elles, aussi les deux pieces de chacune des mémes
ordonnées, contenues entre °le but de leur ordonnance [« leur traversale] et chacun des

deux points qu'y donne le bord de la figure, sont égales entre elles; et au contraire.

5.4 Cercle et involution

[Cette proposition est de la figure V.]
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5.4.1 Quand en un plan, quatre points P, Q, R, S ** comme bornes couplés trois fois
entre elles, passent trois couples de droites bornales {PQU, RSU}, {PSV, ORV}, {PRT,
OST}, chacune de ces trois couples de droites bornales, et le bord courbe d'une quel-
conque coupe de rouleau qui passe a ces quatre points P, O, R, S, donne en quelque autre
droite de leur plan ainsi qu'en tronc 4CA’, une des couples de neeuds d'une involution
{4',4", {B, B"}, {C, C'} et {D, D'}; et si les deux bornales droites d'une couple {PQU,
RSU} sont // paraleles entre elles, les rectangles de leurs couples relatives de brins dé-
ployés au tronc sont entre eux comme leurs gémeaux les rectangles des brins pliés au

tronc et de méme ordre sont entre eux ¢ .

U 1%

5.4.2 Car le rectangle de la couple quelconque de brins pliés au tronc {B' A, B'A’}
est & son relatifle rectangle {B4, BA'}, en raison méme que la composée des raisons de
AB'a ABetde A'B'a A'B.

5.4.3 Or AB'est a AB, en raison méme que la composée des raisons de QB'a QV et

de PV a PB.

55. Table des cotes des points :

notre transcription H A A
version originale H 1

notre transcription H P
version originale H B

56. Théoréme III Soit 2 une conique, PORS un quadrangle complet inscrit & Q et o une droite, tels que
o coupe trois couples de cotés opposés du quadrangle {PQ, RS}, {PS, OR), {PR, OS}, respectivement en trois
couples de points {4, 4%, {B, B"), {C, C'}, et £ en un couple {D, D'}. Alors trois quelconques des quatre couples
{4, 4", {B, B"), {C, C") et {D, D'), constituent une involution.

L'énoncé de Desargues contient une condition de plus, le parallélisme : PQ // RS, qui n'est pas essentielle dans
le développement de la géométrie projective. Voir les paragraphes 5.4.13- 5.4.16.

17
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5.44 Et A'B’esta A'B, en raison méme que la composée des raisons de RB'a RV et
de SV a SB.

5.4.5 Donc le rectangle {B'4, B'A"} est au rectangle {BA, BA'}, en raison méme que
la composée des raisons de OB'a OV et de PV a PB, et de RB'a RV et de SV 4 SB.

5.4.6 Semblablement, le rectangle {B'C, B'C'} est au rectangle {BC, BC"}, en raison
méme que la composée des raisons de CB'a CB et de C'B"a C'B.

5.4.7 Or CB'esta CB, en raison méme que la composée des raisons de RB'a RV etde
PV aPB.

5.4.8 Et C'B'esta C'B, en raison méme que la composée des raisons de OB'a OV et
de SV a SB.

5.4.9 Donc le rectangle {B'C, B'C'} est au rectangle {BC, BC'}, en raison méme que
la composée des raisons de RB'a RV et de PV a PB, et de QB'a QV et de SV a SB, qui
sont les quatre mémes raisons dont est composée la raison du rectangle {B' 4, B'4'} au
rectangle {BA, BA'}.

5.4.10 Partant, le rectangle des brins {B'4, B'A'} est & son relatif le rectangle {BA,
BA'}, comme le rectangle {B'C, B'C"}, gémeau du rectangle {B'A, B'A’}, est & son relatif
le rectangle" {BC, BC'} [—{B4, BC"], gémeau du rectangle {BA, BA"}.

5.4.11 Et partant, les trois couples de nceuds {4, A}, {B, B'}, {C, C'} sont en invo-

lution entre elles *7 .

57. Démonstration du théoréme III (1% partie : paragraphes 5.4.2 - 5.4.11). On commence par prouver, avec
les trois couples des intersections de PORS et de o, l'involution : 1 ({4, 4"}, {B, B}, {C, C'}).
Par le théoréme de Ménélaiis, appliqué au triangle VBB’ et, d'abord a chaque droite du couple {PQ, RS},
AB QB _PV AB RB SV
el ——— N A —— s —
AB QV PB A’B vV S§B

=

ensuite a chaque droite du couple {PR, OS},
@ _ @ “ PV CB QB S
CB RV PB CB 0OV 5B

Donc

BAXBA _WXA'B' [QB' F‘?)X[ﬁxs_v]
BAxBA' AB AB SB
_ (EE' @)X[QB' W) CB CB _BCxBC

X =
RV PB
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5.4.12 Ou I'on voit que c'est une méme propriété de trois couples de rameaux dé-
ployés au tronc d'un arbre, quand ils sont tous d'une méme ordonnance entre eux, et
quand ils sont disposés comme ici aux quatre points P, O, R, S, de fagon que le but de
l'ordonnance de trois couples couple de rameaux est comme si ces quatre points P, O, R,
S s'unissaient a un seul point.

5.4.13 Que si les deux bornales d'une couple {PQU, RSU} sont paralléles

entre elles 8, le rectangle des brins déployés {AP, AQ} est 4 son relatif le rectangle
{A'R, A'S}, cinne le rectangle de la couple des quelconques de brins pliés au tronc {48,
AB'"}, gémeau du rectangle {AP, AQ}, est a son relatif le rectangle des brins pliés au
tronc {4'B, A'B'}, gémeau du rectangle {4'R, A'S} ; ce qui est évident du parallélisme de
ces rameaux ou bornales entre elles PQ, RS.

5.4.14 Ce qui montre que quand en un plan, il y a cinq quelconques droites PS, RQ,
BA', PQ et RS, dont les deux quelconques PQ, RS sont parallles entre elles, étant la
quelconque des autres trois B4’ considérée comm tronc, et chacune des autres. comme
rameaux déployés a ce tronc, dont les deux paralléles PQ et RS soient une couple, et les
autre deux PS, RO soient une autre couple, les rectangles des couples de brins {AP, 40}
et {4'R, A'S} des deux rameaux d'une couple sont évidemment entre eux, comme Yleurs
[—leur] gémeaux pris d'un méme ordre, les rectangles de {4B, AB’} et {4'B, A'B'} des

brins de l'autre de ces couples de rameaux sont entre eux.

QED.
58. Du parallélisme : PO // RS, suit la similitude de trois couples de triangles :
APAB ~ ASA'B, AQAB'~ARA'B' et APQV ~ASRV,
et par 13, les égalités suivantes. Dans les paragraphes 5.4.13 et 5.4.14,
AP _AB A0 _AB _ APxAQ _ ABxAF
AS AB AR AF ARxAS ABxAB’

dans le paragraphe 5.4.15,

G P W DTG

RA" RB RS RV RA xRS RB xRV’
et dans le paragraphe 5.4.16,

PA _PB o PQ _PV - PAxPQ _PBxPV

SA SB SR SV SA’xSR SBxSV
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5.4.15 Clest-a-dire, qu'aussi le rectangle {QA4, OP} est évidemment au rectangle
{RA', RS}, comme le rectangle {QB’, OV} est au rectangle {RB', RV}.

5.4.16 Et qu'aussi le rectangle {PA4, PQ} est évidemment au rectangle {SA’, SR},
comme le rectangle {PB, PV} est au rectangle {SB, SV}.

5.4.17 Quand le bord courbe d'une quelconque coupe de rouleau passe a ces quatre
points P, O, R, S, ceux qui voudront chercher une mémonstration en méme paroles pour
toutes les especes de coupes le peuvent faire ; cependant en voici la démonstration en
deux reprises, premiérement quand c'est le bord d'un cercle qui y passe, et ensuite de
quelconque de ces autres espéces de coupe de rouleau.

5.4.18 Quand donc ces quatre bornes P, O, R, S sont au bord d'un cercle, qui ren-
contre en {D, D'} cette septieme quelconque droite CBC".

5.4.19 En ce cas, prenant le rectangle comme {VQ, VR} pour Ymoyen [« mitoyen]
entre le rectangle {B'Q, B'R} et {BP, BS}, c'est-a-dire, entre leurs égaux {B'D, B'D'} et
{BD, BD'}, 1l est évident que le rectangle {B'D, B'D'}, ou son égal le rectangle {B' O,
B'R}, est au rectangle {BD, BD'}, ou son égal le rectangle {BP, BS}, en raison méme
que la composée des raisons du rectangle {B'Q, B'R} au rectangle {V'Q, VR}, ou son égal
le rectangle {VP, V'S}, et du rectangle {V'Q, VR}, ou son égal le rectangle {V'P, V'S}, au
rectangle {BP, BS}.

5.4.20 // Or, le rectangle {B'Q, B'R}, égal du rectangle {B'D, B'D'} est au rectangle
{VQ, VR}, égal du rectangle {V'P, V'S}, en raison ‘méme que la composée [« composée]
des raisons de QB'a QVetde RB'a RV.

5.4.21 Etle rectangle {V'P, V'S}, égal du rectangle {VQ, VR}, est au rectangle {BP,
BS}, égal du rectangle {BD, BD'}, en raison *‘méme que la composée [< composée] des
raisons de PV a PB et de SV a SB.

5.4.22 Donc le rectangle {B'D, B'D"}, égal du rectangle {B'Q, B'R}, est au rectangle
{BD, BD'}, égal du rectangle {BP, BS}, en raison méme que composée des quatre rai-
sons de OB'a QV, de RB'a RV, de PV a PB et de SV a SB, qui sont les quatre mémes

raisons dont est composée chacune des raisons, et du rectangle {B'4, B4’} au rectangle

18
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{BA, BA'}, et du rectangle {B'C, B'C'} au rectangle {BC, BC'} ®.

5.5 Coniques et involution

5.5.1 Et quand les quatre bornes P, O, R, S sont au bord d'une quelconque autre
espece de coupe de rouleau, sans faire ici tant de figures pour un simple Brouillon de
projet, si 'on se veut donner le divertissement d'en faire ailleurs, on verra que le rouleau
duquel cette figure est coupe étant rétabli sur elle, et ensuite sur son assiette ou base le
quelconque cercle PORS.

5.5.2 Les quatre droites menées par le sommet de ce rouleau et par les quatre bornes
qui sont au bord de cette quelconque coupe, filent par la surface du rouleau, et donnent
au bord du cercle sa base aussi quatre bornes P, O, R, S.

5.5.3 Etque les plans du sommet de ce rouleau et de chacune des droites bornales des
trois couples menées par les quatre bornes de cette quelconque coupe, donnent au plan
du cercle base de ce rouleau, par ces bornes P, 0, R, S, trois couples aussi de bornales
{PQ, RS}, {PS, OR}, {PR, OS}.

5.5.4 Et que le plan du sommet de ce rouleau et de cette septiéme quelconque droite
menée au plan de cette coupe, donne au plan du cercle base de ce rouleau, de méme
une septieme quelconque droite 4’CC’, qui rencontre en deux points {D, D'} le bord du

cercle PORS base ou assiette de ce rouleau, et laquelle droite 4'CC’ rencontre aussi aux

59.  Démonstration du théoréme III (2¢ partie : paragraphes 5.4.18 - 5.4.22). Dans un second temps, il s'agit de
montrer que, si £ est un cercle, le couple {D, D’) des intersections de Q2 et de o, constitue une involution avec deux
quelconques des trois couples constituant l'involution : I ({4, A"), {B, B"), {C, C")).

Par la nature de la puissance d'un point par rapport 4 un cercle (voir le paragraphe 2.5.3),

BDxBD' =BPxBS, BDxBD =BQXxBR

et VPxVS =VQxVR.
Done

WxB’D’_@xFRXWxW_[QTi ﬁ)x[ﬁxﬁ)
BDxBD' VQxVR BPxBS ’

— X = . ——
QV RV PB SB

autrement dit,

BDXBD _BAxBA BCxBC

BDxBD' BAxBA BCxBC

QED.
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points comme {4, 4'},{B, B'}, {C, C'}, chacune des bornales des trois couples du plan

de ce méme cercle.

5.5.5 Et que les droites menées du sommet de ce rouleau par les points {D, D'} du
bord de ce cercle sa base, passent en la septieme quelconque droite du plan de cette
coupe quelconque, aux méme points qu'y donne le bord de cette coupe quelconque.

5.5.6 Et que les droites menées du sommet du rouleau par les points de chacune des
couples de nceuds {4, 4'},{B, B}, {C, C'} de la septiéme droite CC' du plan du cercle
base de ce rouleau, passent aux points que donnent en la septiéme droite du plan de cette
coupe, les trois couples de bornales ainsi menées en ce méme plan.

5.5.7 Or, il est démontré que ces couples de neeuds {4, 4'},{B, B'}, {C, C"}, {D, D"}
du plan du cercle sont en involution entre eux ¢ .

5.5.8 Etlaramée de cet arbre en trois ou quatre couple de rameaux, tous d'une méme
ordonnance, dont le but est le sommet de ce rouleau, donne en cette septiéme droite du
plan de cette coupe autant de couples de nceuds aussi d'une involoution ' .

5.5.9 Cette démonstration, bien entendue, s'applique en nombre d'occasions, et fait
voir la semblable génération de chacune des droites et points remarquables en chaque

espéce de coupe de rouleau, et rarement une quelconque droite au plan d'une quelconque

60. Voir la section 5.4.
61. Voir la section 4.2.
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coupe de rouleau peut avoir une propriété considérable a 1'égard de cette coupe, qu'au
plan d'une autre coupe de ce rouleau, la position et les propriétés d'une droite correspon-
dante a celle-1a soit aussi donnée °par [« par] une semblable construction de ramée d'une
ordonnance dont le but soit au sommet du rouleau ¢ .

[Droites ordonnées a un méme tel but, c'est-a-dire, qui passent ou tendent ensemble a ce tel but.]

5.6 Propriétés métriques du cercle

5.6.1 Mais avant que passer outre aux propositions générales des quelconques
coupes du rouleau, Vil [« possible il] ne sera pas mal a propos de donner encore une des
propositions particuliéres du plan du cercle & .

[Cette proposition est de la figure VI.]

5.6.2 Quand en la diamétrale 4,,0 d'un cercle LMBC % , deux quelconques points
{4, 4,} sont couplés entre eux en involution avec les deux points {B, C}, qu'y donne
le bord du cercle.

5.6.3 Que deux droites {LA,M, LA,N}, ordonnées & un quelconque point L au bord

de ce cercle, passent & ces deux points {4, A.}.

62. Démonstration du théroéme III (3¢ partie: paragraphes 5.5.1 - 5.5. 9). Dans cette derniére étape de la
preuve, le théoréme, déja démontré sur le cercle, se trouve étendu sur les coniques en général.

Supposons que £2 ne soit pas un cercle. Soit Q la base du cone dont © soit une coupe. On construit les points P,
0, etc. sur Q, en telle sorte que

sommet du cone
(PQORS)(AA")(BB')(CC')(DD') A (PORS)(AA")(BB')(CC')(DD).
0 étant un cercle, trois quelconques des couples {4, 4}, {B, B'}, {C, C"}, {D, D'} constituent une involution, par
ce qui vient d'étre démontré. D'ou s'ensuit que, par le théoréme II, trois quelconques des couples {4, 49, {B, B'},
{C, C"}, {D, D'} aussi constituent une involution. QED.

Ainsi le fondement d'une théorie perspectiviste des coniques, tellement unificatrice que la distincion bien ad-
mise : ellipse, parabole et hyperbole, y est superflue, se trouve-t-il bien établi.

63. Dans cette section Desargues donne quatre séries de propriétés du cercle, découlant principalement du
corollaire 6 (paragraphe 4.4.2). Ces propriétés, toutes métriques, s'écartent plus ou moins du développement de la
géométrie projective, comme celles de la sections 3.9.

64. Table des cotes des points (section 5.6) :

notre transcription || 0O A, A, B C ‘ L M N | H K
version originale || 7 A I E € ‘ L M S | H X
notre transcription || O Buw Cw | Os B. Cy | A, A& B|P Q
versionoriginale | B R P | D O N|Z K Q|G Y
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5.6.4 Qu'a chacun des points {B, C} etau centre du cercle O, passe une couple de
droites {BB., BB.}, {CC,, CC,}, {00,, OO,}, conjuguées, et par la nature du centre ici
perpendiculaires aux deux droites {LA., LA4,}, ordonnées a un quelconque point L au
bord de cette cercle, auxquelles elles donnent les points ®{B., B.}, {Cu, Cs} €t {On, O,}
[< By, Eny Co, Ci]*

%5.6.5 Deux droites, chacune paralléle & un de deux diametres d'une coupe de rouleau

conjugués entre eux, sont ici nommées conjugales entre elles.

An

5.6.6 Lapieace de la quelconque de ces deux droites {LA, LA}, contenue entre °les
[« ces] deux points qu'y donnnent les “conjugales [« conjuguées] venant des points {B, C},
est égale a la piece de l'autre des mémes droites {LA4.., LA.}, qui est contenue entre les
points qu'y donne le bord du cercle.

5.6.7 Clest-a-dire que la piece B,C, de la droite L4, est égale a la piece LM de la
droite LA, et que la piéce B,,C,, de la mme droite LA4,, est égale a la piece LN de la droite
LA,.

5.6.8 Et davantage, le rectangle de chacune des couples de ces conjuguées venant
des points B // et C sur chacune de ces droites {LA,,, LA}, est égal au rectangle des deux 19
piéces de celle des deux {LA4., LA} a laquelle elles sont conjuguées, contenues entre
" I'un des points qu'y donne le bord du cercle, et chacun des points qu'y donnent ces deux
conjuguées.

5.6.9 C'est-a-dire que le rectangle {BB.,, CC,} est égal au rectangle {LB,, LC,}, et
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que le rectangle {BC,, CC,} est égal au rectangle {LB,, LC,} .

5.6.10 Car, comme OO, mipartit BC en O, de méme a cause du parallélisme d'entre
BB,, 00,, CC,, elle mipartit B,,C, en O,,, mais de la nature du cercle elle mipartit aussi
LM en O,,; partant, les deux pi¢ces {LC,,, MB,} sont égales entre elles.

5.6.11 Semblablement et par mémes raisons, comme OO, mipartit BC en O, de
méme elle mipartit B,C, en O,, mais elle mipartit aussi LN en O, ; partant, les deux
piéces {LC,, NB,} sont égales entre elles.

5.6.12 Davantage, ayant mené la droite LB qui donne H en CC,, et la droite LC, les
deux {BL, CL} sont perpendiculaires entre elles, vu le demi-cercle BLC.

5.6.13 Et puisque les quatre points 4., B, 4., C sont en involution, ces perpendicu-
laires {BL, CL} mipartissent chacune un des angles que les deux droites {4,L, 4,L} font
entre elles.

5.6.14 Ainsi les triangles rectangles {CLC,,, CLC,} sont semblables, et 4 cause de
leur c6té commun CL, ils sont égaux entre eux.

5.6.15 Etsemblablement, les triangles rectangles {LBB,, LBB,} sont semblables, et
a cause de leur c6té commun BL, ils sont égaux entre eux.

5.6.16 Ainsi les droite {LB,, LB,} sont égales entre elles, et les droite {LC,, LC,},
égales entre elles.

5.6.17 Mais les droites {LC,, NB,} sont égales entre elles, donc les droites LC,,, NB,,
MB,, sont égales entre elles; conséquemment, les droites {B.C,, LM} sont égales entre
elles, et les droite {B,C., LN}, égales entre elles.

5.6.18 Et menant la droite MA, jusques au bord du cercle K, il est évident que les
deux picces {4,L, 4,K} sont égales entre elles, et les deux piéces {4.M, 4,N}, égales
entre elles.

%5.6.19 Car, ayant mené les deux droites MB, MC, vu le demi-cercle, elles sont per-

65. De la congruence de deux couples de triangles {CCnL, CC.L) et {LBnB, LB-B), et de la similitude de ces
quatre. s'ensuivent les deux premieéres séries de propriétés:

(1) |BxCx| = |LM] et |BuCw| = |LN| (paragraphes 5.6.6, 5.6.7 et 5.6.10- 5.6.16);

(2) |BBn| X |CCr| = |LBn| X |LCw| = |MBn| X |MCiu| et |BBd| X |CCi| = |LBs| X |LCi| = |MBs| X |MCs| (para-
graphes 5.6.8, 5.6.9 et 5.6.21 - 5.6.24).



62 Eishi Kukita

pendiculaires entre elles; partant, elles mipartissent chacune un des angles que les deux
droites MA,L, MA,K font entre elles.

5.6.20 Ainsi les deux piéces {4.L, A,M} sont égales aux deux pieces {4,K, 4.N}; ou
autrement, LN, différence ou somme des deux pieces {4.L, A.M}, est égale a B,,C,, c'est-
a-dire que B,Cy, est égale a la somme ou a la différence des deux {A,L, 4,M}.

5.6.21 Maintenant, puisque BL est perpendiculaire a CL, le triangle CLH est rec-
tangle, et a son angle droit au point L passe la droite 4,,C,, perpendiculaire a son coté
CH, base de l'angle droit CLH; ainsi le triangle LC,H est semblable a chacun des
triangles aussi rectangles CLH et *CC,.L [« CC,H).

5.6.22 Et a cause du parallélisme d'entre les droites ¥ {CC.,, BB,} [«{CC.H, BB.5)]
% le méme triangle LC,H est encore semblable a chacun des deux triangles aussi rec-
tangles LB,B et LB,B.

5.6.23 Partant, les triangles rectangles CC,.L, LB,.B, CC,L et LB,B sont semblables
entre eux; conséquemment CC,, est a LB,,, comme LC,, esta BB,, et le rectangle des deux
extrémes {BB,, CC,}, qui sont les deux conjuguées perpendiculaires venant des points
B, C sur la droite LA, est égal au rectangles des moyennes {LE,,, LC,}, qui sont les deux
pi¢ces de la méme droite LA, contenues entre 'un des points L, qu'y donne le bord du
cercle, et chacun des points B, C», qu'y donnent ces deux conjugées perpendiculaires
{BB., CC,}. Et en menant les-droites MB, MC, par méme raisonnement, on démontrera
que les triangles BB.M, CC,M sont semblables; et allongeant les droites CM, BB,,, on
démontrera semblablement que les rectanges {BB,, CC,} et {MB,, MC,} sont égaux
entre eux.

5.6.24 Davantage, les triangles CC,L, LB,B étant semblables entre eux, CC, est a
LB,, comme C,L est a B,B, et le rectangle des extrémes les conjuguées perpendiculaires
{BE,, CC,} est égal au rectangle des moyennes {LB,, LC,}, qui sont les deux piéces de
LA,, contenues entre un des points L, qu'y donne le bord du cercle, et chacun des points

B,, C,, qu'y donnent ses deux conjuguées perpendiculaires {BB,, CC,}.

66. B ne sera défini que dans le paragraphe 5.6.25, olt commence une nouvelle série de propriétés.
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5.6.25 Etdemeurant la méme construction, quand au quelconque An des deux points
{Am, Ax}, passe une droite 4,4,, conjuguée perpendiculaire a celle LAm des deux droites
{LAn, LA,} qui passe & Am des mémes points {4, 4,} ; en laquelle Yau [« et au] quel-
conque C,, des points tels que {B.., C,.} passe une droite C,.B, laquelle donne les points
A, en la droite 4,4,, et B en la conjuguée perpendiculaire BB, qui passe a l'autre point

B, en fagon que le rectangle des piéces comme {4,4,, 4,B,} soit égal au rectangle de

deux fois la piece comme A,A4,, c'est-a-dire au rectangle{4,4,, A,.A4,}.
B

5.6.26 Lors comme B,,C, est a la piéce de BB, telle que B, B, ainsi ‘le rectangle
tel que [ le rectangle] {OwBn, OwCn} est & chacun des rectangles égaux {BB,, CC,} et
{4,4,, OO,} ou*{MB,,, MC,} [<{ML, MB,)] " .

5.6.27 Car, en prenant 4,B, pour hauteur commune & chacun des rectangles {4,4,,
AuB.} et {4,Bn, A,C,}, le rectangle {4,B,, 4,C,} est au rectangle {4,4,, A,B.}, c'est-

a-dire & son égal le rectangle // {4,4., A,4,}, comme la base 4,C, est a la base 4,4,, 20

67. Ici commence la troisiéme série de propriétés: (3) soit 4, , 4, et B trois points, tels que
BA,C R BnA,Cn & BA,C, et |AAX|AB,| = A4 X |AAl;

alors
1BnCol _ 10mBul X 10nCol _ 10nBul X 10mChl
|B,.B| |BB,| X |CCpl |AnAul X |00,
_ |0 Byl X |OnCol _ |0 Bl X 10nCril
ILB,| X |ILCyl IMB,| X IMC,| *
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c'est-a-dire, a cause du parallélisme d'entre 4,4, B, B, comme B,C,, est a B, 5.

5.6.28 Davantage, a cause du parallélisme d'entre les droites CC,, OO, 4,4, BBy,
et que les points 4,,, B, A, C sont en involution, et que O en mipartit le brin BC, suit
que OA,, OB, OA,, sont proportionnelles, et °4,4,, AxB, 4:C, 4,0 [= 4,4y, 4,B, 4,0, 4.C],
deux & deux proportionnelles, et 4,C, A»O, AA» A.B, deux & deux proportionnelles ,
et CC,, OO, A4 , BB,, deux a deux proportionnelles en méme raisons que les quatre
AnC, A0, AnA,, A.B entre elles, et que les quatre 4,Cy, AnOn, AnA , AnBn entre elles.

5.6.29 De la suit que comme le rectangle {4,4,, 4,A,} est au rectangle {4,B.,
A,C,}, ou 4 son égal le rectangle {4,4,, AnOn}, c'est-a-dire, comme la brance 4,4,
est 4 son ‘accouplée[«< atcouplée] la branche 4,0, c'est-a-dire, comme le rectangle des
brins {4,B., A,Cn} est a son relatif le rectangle {O,Bn, OnCn}, ainsi le rectangle {4.4,,
A,A,} est a chacun des rectangles égaux {4,4,, OO,}, {BBy,, CCn}, et {LB,, LC,} ou
{MB,,, MC,,}.

[Cette proposition est de la figure lill.]

5.6.30 En en changeant, comme le rectangle {4,B., 4,C.} est au rectangle {4,4,,
4,4,}, c'est-a-dire comme B,,C,, est 2 Bm B, ainsi le rectangle {OnB, OnCn} esta chacun

des rectangles égaux {BBy, CCn}, {4nd,, OOy} et {LB,, LC,} ou {MB,, MC,} .

68. Voir le corollaire 4 (section 3.8).
69. Démonstration de (3). Par la similitude ABmCm B ~ AA4,CnA4. et 'hypothése:
1BuCol _ 1AuCrl  1AuBol X1AuComl _ 1AuBrl X [AuCinl
BBl ALl |AANXIABL  JAALXIAAL (5.6.27)

Par les involutions 10 ({Am, An)es {{B}? {C}2}m) €t 1 O™((Am, Au)e, {{Bm)% {Cn}*}m), et la similitude
AAuBB, ~ AnAnAy ~ AA OO, ~ AdnCC,
|AnAnl X |4 0| = |AnBI X |AWCl,  [AnAul X |AnOml = |4y Bpl X |AnChl
et |A,Aul X|00,| = BByl X |CCyl (5.6.28)
Or, d'une part, par l'involution F"((4,, On), {Bm, Cw)):
[AnAul  |AuBal X |A,Crl
1400l 105Bul X 104Cal
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5.6.31 Mais comme B, C,, est 2 BmB, ainsi aussi le rectangle {B,,C,, B.C,} est au rec-
tangle {B,,Cy, B»B5}, donc le rectangle {O0,B,, 0,.C,} est a chacun des rectangles égaux
{BB., CC,}, {4.4,, O0,} et {LB,, LC,}, {MB,, MC,}, comme le rectangle {B,C,,
B.C,} est au rectangle {B,C,, B, B}, et en changeant, le rectangle {O,B,, 0,C,} est
au rectangle {B,,.C», B»C,}, comme chacun des rectangles égaux {BB,, CC,}, {4.4,,
00,}, {LBn, LC,}, {MB,,, MC,}, au rectangle {B,,Cn, B, B}.

5.6.32 Or est-il qu'a cause que B,C, est mipartie en O,, le rectangle {O0,By, O,Cy}
est le quatriéme partie du rectangle {B,,Cy, B»Cx}, donc aussi, chacun des rectangles
égaux {BB,, CC,}, {4,4,, 00}, {LB,, LC,}, {MB,, MC,} est la quatriéme partie du
rectangle {B,.C,, B»B} ™.

5.6.33 A quoi sil'on ajoute que le droite BL mipartissant I'angle MLN, et la droite CM
mipartissant 'angle KML, les piéces du bord du cercle {BM, BN} sont égales entre elles
et les piéces {CK, CL}, égales entre elles; d'ou suit que la droite B4,C mipartit 'un des

angles que les droite 4,L, 4,M font entre elles, et que la droite PA,Q, perpendiculaire a

et d'autre part, par la similitude A4,,4,4, ~ A4,,00,, :

[AnAul _ 1AnA) _ AnAL X [ArAy|  1ARALl X 1ALAL
14,0l 100, |A:A,I X100, |BBul X |CCyl *

donc
JAy Bl X |A,Crl _ [AnAul X AR A (5.6.29)
[OmBul X |OwConl ~ |1BBu| X |CCpl’

c'est-a-dire
|AuBu| X1A,Cnl _ 10mBm| X |0 Cril
|AuAnl X 1A, A IBBy| X |CCyl -~

D'ou la conclusion:
1BoConl _ 10mBml X10mCl
|B.B| |BB,y| X |CCl

= eftc.

QED.
70. 70. Voila la derniére série de propriétés (paragraphes 5.6.32, 5.6.33) : (4) étant données les mémes condi-
tions que dans (3),

B,,C,,| X |B,.B|
BoCal XIBnBl _ g, x ICCal = 14141 100
= LByl X |LCy| = |MB| X [MC,|.
En effet, par (3),
OnBul X10nCol _ . _ BuCol _ [BnConl X 1BnConl
|BBy| X |CCp " IBuBl  |BuCulx|BuBl
donc
[OnBa| X |OnCrl 5
BB, | X|CC,| =etc. = —————— X (|B,Cp| X |B,Bl}.
|BBn| XICCyl = ste. = Tpan =T (1BuCnl X 1B, B1)

Or, O,, étant le milieu du segment B,.C,, on obtient la conclusion. QED.
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BA,C, mipartit 'un des angles que les droite 4,L, A,M font entre elles.

Am

5.6.34 On verra bientdt en gros quelles especes de conséquences et de converses
vraies s'en ensuivent pour le sujet de ce Brouillon, et qui I'enfleraient trop a les déduire

au long.
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